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Stowo wstepne od autorow

Pierwsza czg$¢ podrgcznika jest przeznaczona dla studentéw wszystkich kierunkéw
konstrukcyjnych i technologicznych, wydzialéw mechanicznych wyzszych szkét
technicznych.

Ze wzgledu na pierwszy kontakt studentéw z problemami wytrzymatosci
materiatléw i konstrukcji dobierano zadania stosunkowo proste.

Omoéwiono metodyke i metody rozwiazywania zadan. Duzy nacisk potozono na
precyzyjne sformutowanie tre$ci zadan. Wiele zadan zostalo rozwiazanych z bardzo
szczegblowym opisem rozwigzan na przykladach liczbowych.

Autorzy uwazaja, ze najprostsza droga do nauczenia si¢ poprawnego
rozwigzywania zadah przez studentéw jest samodzielne ich rozwiazywanie, dlatego
zamiescili w zbiorze zadan duza liczbe zadan do samodzielnego rozwiazania, podajac
koficowe wyniki rozwigzania.

Autorzy planuja wydanie drugiej czgSci zbioru zadan z wytrzymato$ci materialéow
przeznaczonego gtéwnie dla studentéw kierunkéw konstrukcyjnych. Przewiduje sig
zamieszczenie w nim zadan bardziej zlozonych, w tym zwlaszcza z wytrzymatosci
zlozonej, belek, ram i tukéw statycznie niewyznaczalnych, plyt i powlok oraz
statecznos$ci konstrukcji.



1. NAPREZENIA 1 ODKSZTALCENIA W PRECIE
ROZCIAGANYM (SCISKANYM)

1.1. Wprowadzenie. Podstawowe oznaczenia, wzory i definicje

Rozpatrzmy bardzo prosty przypadek preta o $rednicy d (z ang. diameter)
o dlugosci [ (length) zamocowanego przegubowo na gérnym koncu i obciazonego sita
skupiong F (force) na dolnym konicu (rys. 1.1), przylozona w $rodku cigzkosci przekroju
poprzecznego.
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Rys. 1.1

Dla uproszczenia cigzar wlasny preta pominiemy. Wtedy w dowolnym przekroju
poprzecznym preta dziala wewngtrzna sita normalna N (normal force) réwna sile
obciazajacej F, co wynika z réwnowagi sit dzialajacych na wydzielona czgs¢ preta,
pokazanych na rys. 1.2



Rys. 1.2

Zgodnie z zasada de Saint-Venanta, w przekrojach poprzecznych prgta dostatecznie
odlegtych od punktéw przytozenia sit skupionych (w rozpatrywanym przypadku — w
przekrojach odlegtych o co najmniej 1,5 d od koncéw preta) rozklad naprgzen
normalnych o (prostopadlych do przekroju poprzecznego) mozna przyjac jako
réwnomierny. Napr¢zenia normalne o oblicza si¢ wtedy ze wzoru

o="r, (1.1)

gdzie A (z ang. area) jest polem powierzchni przekroju poprzecznego preta. Dla preta
o przekroju kotowym
_nd’

4

A

W wytrzymalo$ci materialéw najczgsciej stosowana jednostka naprg¢zenia jest
megapaskal [MPa], czyli meganiuton na metr kwadratowy

1MPa=1M—12V=106i2 =1 NZ.
m m mm

Na skutek sit rozciagajacych dziatajacych na pret o dlugosci I nastgpuje przyrost
jego dlugosci Al. Zgodnie z prawem Hooke’a przyrost dlugosci 4/ mozna obliczy¢ ze
wzoru

_N_ol

Al = =, 1.2
EA E (12

gdzie E jest modulem Younga (stala sprezysta materiatu preta). Po wprowadzeniu
oznaczenia,

g£=—), 1.3
] (1.3)
ktére jest odksztalceniem wzglednym w kierunku osi preta, wzér (1.2) mozna zapisaé
W postaci

e= (1.4)
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Jest to liniowa zalezno$¢ migdzy odksztalceniem i naprgzeniem, zwana prawem
Hooke’a.

W trakcie rozciggania rozpatrywanego preta rosnie jego dtugos$é natomiast maleje
jego $rednica. Zmiana §rednicy, w granicach stosowalno$ci prawa Hooke’a, zalezy od
stalej materialowej v, nazywanej najcz¢Sciej liczba lub wspdtczynnikiem Poissona.
Wielko$¢ ta jest definiowana jako

v=—t (1.5)
€

A
gdzie €, = 7d jest wzglednym odksztalceniem w kierunku poprzecznym (prostopadtym

do osi preta).
Ze wzoru (1.5) wynika, ze

c
£ =—VE=—-V—, 1.6
: £ (1.6)

a zmiana wymiaru $rednicy preta

Ad=£,~d=—vgd.
E

Dla materiatéw izotropowych warto$¢ liczby Poissona zawarta jest w przedziale
0<v<0,5. W przypadku stali przyjmuje si¢ v =0,3.

Warunek bezpiecznego projektowania pretéw rozciaganych ze wzgledu na
wytrzymalos$¢ jest nastgpujacy

G SO

r

(1.7

rdop ?

gdzie ¢, (czgsto oznaczane przez k,) jest napr¢zeniem dopuszczalnym na rozcigganie

rdop
dla danego materiatu i elementu konstrukcji.
Naprezenie dopuszczalne na rozciaganie jest definiowane jako

) k =—e="m (1.8)

rdop =K,y ’

gdzie: R, — granica plastyczno$ci materiatu preta,
R,, — wytrzymato$¢ na rozciaganie,
n;, n; — wspétczynniki bezpieczefistwa (liczby wigksze od jedno$ci zalezne od
wielu czynnikéw).

Wielkosci R,, R, sa wyznaczane w laboratoriach zgodnie z odpowiednimi
Normami. Podane wzory (1.1)+(1.8) sa stuszne dla pryzmatycznych (o statym przekroju
poprzecznym) pretow o dowolnym ksztalcie przekroju poprzecznego.

W pretach $ciskanych wewngtrzna sita normalna N jest ujemna. Przy zatozeniu,
ze pret Sciskany nie ulegnie wyboczeniu (nie przejdzie do innej niz prostoliniowa
postaci réwnowagi), mozna przy analizie jego naprg¢zen i odksztalcen stosowa¢ wzory
(1.1)=(1.6), natomiast wzory (1.7) i (1.8) przyjmuja posta¢



lo.| <o,

max cdop>
R, R (1.9
O-cdop = kc =—*t= _C’
nony
gdzie: R, — granica plastyczno$ci materiatu pre¢ta przy $ciskaniu,

R, — wytrzymato$¢ materialu prgta na Sciskanie,
nj, ny — wspoétczynniki bezpieczefistwa (n; > 1, n, > 1),

o = k. — naprezenia dopuszczalne na $Sciskanie.

cdop
Dla pretéw poddanych obcigzeniu ciaglemu g réwnolegtemu do osi preta (w precie
pionowym np. cigzarowi wlasnemu) sita normalna N, naprgzenie o, odksztalcenie &
i przemieszczenie u sa funkcja wspéirzednej x, okreslajacej potozenie rozpatrywanego
przekroju poprzecznego.

W tym przypadku odksztalcenia wzglgdne &£x) i przemieszczenia u(x) przekrojow
zwiazane sg zaleznos$cia

_du

€= . 1.10
i (1.10)

W pretach sita normalna N jest sila wewngtrzna prostopadla do przekroju
poprzecznego preta. Aby obliczy¢ silg¢ normalng N w dowolnym przekroju preta, nalezy
dla ,,odcigtej myslowo” cze$ci preta napisa¢ sumg rzutéw sit na o prgta. W sumie
rzutéw sil uwzgledniamy site N oraz wszystkie sity zewngtrzne (czynne i bierne)
dzialajace po jednej stronie rozpatrywanego przekroju. Sita normalna jest dodatnia, gdy
jej zwrot jest na zewnatrz rozpatrywanego przekroju, czyli gdy pr¢t w rozpatrywanym
przekroju jest rozciagany (rys. 1.2).

1.2. Przyklady obliczen pojedynczych pretéw rozciaganych
i/lub $ciskanych

Zadanie 1.1. Pret stalowy o module sprezystosci, E = 2-10° MPa, dtugosci = 1 m i polu
powierzchni przekroju poprzecznego A = 10™*m’ jest rozciagany sita F = 10 kN.
Obliczy¢ warto$¢ naprezen ¢ dziatajacych w precie, odksztalcenie wzgledne € preta oraz
przyrost dtugosci Al. Cigzar wlasny preta pominag.

Rozwiagzanie. Sila normalna N w rozpatrywanym prgcie ma stala warto$¢ we
wszystkich przekrojach i wynosi

N=F=10kN= 10 2 MN.

Napre¢zenie normalne

-2
o=N_10"MN 00 mpa
A 107 m?

Odksztatcenie wzgledne



zgzloosﬂ=5.1of“.
E 2-10MPa

Przyrost dlugosci preta
Al=¢-1=5-10"1m = 0,5 mm.

Nalezy zwréci¢ uwagg, ze przy stosunkowo duzych naprgzeniach (o = 100 MPa) od-
ksztalcenia preta stalowego sa bardzo mate.

Przyrost dlugosci Al stanowi zaledwie 0,05% dtugoS$ci poczatkowej preta. Okaze sig
to bardzo istotne przy okreslaniu przemieszczen weztow kratownic lub uktadow
pretowych.

Zadanie 1.2. Pr¢t o skokowo zmiennym polu powierzchni przekroju poprzecznego jest
zamocowany na gérnym koncu i obciazony jak pokazano na rys. 1.3. Narysowaé
wykresy sit normalnych N i napr¢zen normalnych o oraz obliczy¢ zmiang dlugosci preta
Al Cigzar wlasny preta pominaé. Przyjaé, ze czesci $ciskanej prgta wyboczenie nie
zagraza.

Dane:

l,=2a,1,=3a, =a=02m; A =4-10"m*, A, =A; =8-10"m?;

Fp =10kN,F, =80kN,F, =20kN,

E=2-10MPa.

Ly

p— — —— ——— ——— — — - — - — -4

O

Rys. 1.3
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Rozwiazanie. Pret trzeba podzieli¢ na trzy przedziaty. Granice przedziatéw to:
poczatek preta, zmiana pola powierzchni przekroju poprzecznego, punkt przylozenia sity
oraz koniec prgta. Rozpatrywany prgt jest pretem tréjprzedzialowym, a granicami
przedziatéw sa przekroje A, B, C, D. Przyjmijmy poczatek osi x w punkcie A i skierujmy
ja do dotu wzdluz osi preta. Reakcje R, oblicza sig¢ z sumy rzutéw na o$ x wszystkich sit
dziatajacych na caly pret (rys. 1.4).

> F,=-R,—F,+F.—F,=0,
R,=—F,+F —-F,.

Po podstawieniu danych otrzymano
R, =50kN.

Na rysunku 1.4 pokazano cze$ci preta odcigte przekrojami w przedziatach pierwszym
(0<x<2a),drugim (2a < x<5a)i trzecim (Sa < x < 6a) oraz wykresy sit normalnych N
i naprezen normalnych o

RA? ?RA ?RA 0 NN @ O [MPa]
T 1 - >
1R z R
i | S S
i ' i SO=hi + 9
2 ~
Fs * xz=2a IbL
< g
[w)
== @ =0=
= N
2 xXc.=5a o'
Fe { B g
5 x,=6a 3
Y
x g" X

Rys. 1.4

Zwroty sit normalnych N,,N,,N,nalezy rysowa¢ zawsze od przekroju, tzn. zakladac¢
dodatnie wartosci sit normalnych. Z definicji sit normalnych wynika, Ze:

N, =R, =50kN dla 0<x<2aq;
N, =R, + F3 =60kN dla  2a<x<5a;
Ny =-F, =-20kN dla S5a<x<6a.

11



Ujemna wartos§¢ sity N, oznacza, ze pret w przedziale trzecim jest $ciskany.

Naprezenia normalne obliczone zgodnie ze wzorem (1.1) wynosza

N, S50kN _ 50-10°MN

o, = = =
YA 4107 41074 m?

=125 MPa,

0'22&275MP(1
A2

N
03 =—2>=-25MPa.

A
Zmiang dlugosci catego preta oblicza sig¢ jako sume¢ zmiany dlugosci jego przedzialéw
(aby mozna korzysta¢ ze wzoru (1.2) wielkosci N; i A; musza by¢ wielkos$ciami
statymi)

Nl11+N212+N3l3_N1'2a+N2'3a+N3'a_
EA, | EA, EA,  EA, | EA,  EA

% =0,250 mm + 0,225 mm — 0,025 mm = 0,45 mm.

Al= Al +Aly +Aly =

_207a . 30,a
E E

+

Warto$¢ Al > 0 oznacza, ze pret jako cato$¢ wydtuzyt sig (pierwsze dwa przedziaty preta
wydtuzyly sig, a trzeci ulegt skréceniu o 0,025 mm) .

Zadanie 1.3. Obliczy¢ najmniejsza Srednicg prgta, obciazonego jak pokazano na rys. 1.5,
aby zapewni¢ bezpieczng jego pracg ze wzgledu na wytrzymato$¢ materiatu. Cigzar
wlasny preta pomina¢. Dane liczbowe: F; = 20 kN, F, = 50 kN, 0,4, = 150 MPa,
E = 2:10°’MPa, v = 0,3. Po obliczeniu i przyjeciu wymiaru $rednicy obliczyé jej zmiang
spowodowang obciazeniem preta.

21

e U —
mo>

X

Rys. 1.5
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Rozwiazanie. Przy stalej srednicy preta maksymalne naprezenie rozciagajace
wystgpuje w przedziale, w ktérym dziala maksymalna sita normalna. W rozpatrywanym
precie maksymalna sita normalna N,,,, dziata w przedziale 0 < x < /i wynosi

Nyx =F +F, =70kN .
Maksymalne napr¢zenia rozciagajace

Nmax 4 Nmax
o — —

rmax A Tcdz .

Z warunku (1.7) otrzymano

4N

max <G

2

rdop

a zatem

[ -3
d> 4N _ |4-70-10 "MN —0.0244m.
70 1oy 7 -150 MPa
Przyjgto pret o Srednicy d = 0,025 m = 25 mm, gdyz prety o takiej $rednicy produ-

kowane sg przez huty. Dla preta o takiej Srednicy naprgzenia rozciagajace wynosza:
w przedziale 0 < x </

Npwx _ 4Ny 4(F +F,)  4-70-10° MN

— ¥V max
Gr max — A

2 . o =142,6 MPa;
d P 7 (0,025 m)

w przedziale [ < x <31

_ N, _4F, _4-50-10°MN

A m* 7(0,025m)?

=101,9 MPa

i sa mniejsze od naprezenia dopuszczalnego na rozciaganie Oy, = 150 MPa. Zmiang
$rednicy Ad mozna w rozpatrywanych przedziatach prgta obliczy¢ ze wzoru (1.6)

Ad=¢,-d=-v2d,
E

a zatem w rozpatrywanych przedziatach

Ady == 03 220MPA 095 1 =~ 053107 m = - 0,0053 mm,
2-10° MPa
Ady = - 03 ML 005 1n =~ 038107 m = - 0,0038 mim.

2-10° MPa

Jak wida¢, zmiana (zmniejszenie) Srednicy prgta jest tak mata, Zze trzeba uzy¢ bardzo
precyzyjnych przyrzadéw pomiarowych, aby ja zmierzy¢.
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