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Stowo od autorow

Druga czg$¢ podrecznika ,Zbiér zadan z wytrzymalo$ci materiatéw” jest
kontynuacja czgSci pierwszej wydanej przez Wydawnictwo Politechniki E.6dzkiej pod
koniec 2008 roku, w ktérej zamieszczono zadania dotyczace prostych przypadkéw
wytrzymalo$ci materialéw (rozciaganie, $ciskanie, zginanie i skrgcanie).

Czg$¢ druga podrgcznika przeznaczona jest dla studentéw  kierunkéw
konstrukcyjnych 1 zawiera zadania z wytrzymatosci zlozonej, zbiornikéw
cienko$ciennych, wyboczenia pretéw, konstrukcji pretowych statycznie wyznaczalnych
i niewyznaczalnych (belek, ram, tukéw), plyt kolowych oraz innych wybranych
zagadnien wytrzymato$ci materiatléw.

Rozdziaty poprzedzone sa krétkim wprowadzeniem zawierajacym podstawowe
wzory i definicje oraz metody i metodykg rozwigzywania zadan. Wiele zadan zostato
rozwiazanych ze szczegétowym opisem rozwiazania.

Autorzy uwazaja, ze najefektywniejsza metoda nauczenia si¢ poprawnego
rozwiazywania zadan przez studentow jest samodzielne ich rozwiazanie. Dlatego tez,
podobnie jak w czgéci pierwszej podrgcznika, sporo zadan przeznaczonych jest do
samodzielnego rozwiazania. Dla sprawdzenia poprawnos$ci rozwiazania tych zadan
podano koficowe wyniki rozwigzania.



1. ANALIZA DWUKIERUNKOWEGO STANU
NAPREZENIA

1.1. Wprowadzenie

W dowolnym punkcie obciazonego ciala wystgpuja trzy wzajemnie prostopadie
naprezenia glowne 6, 02, 03, dzialajace w kierunkach gléwnych 1, 2 i 3. Przyjmujemy,
Z€ ZAWSZE G1> G2 > O3,

Naprezenia gtowne sg to naprezenia w przekrojach, w ktérych nie ma naprezen
stycznych. Naprezenia glowne, w odpowiednich plaszczyznach wzajemnie do siebie
prostopadtych, osiagaja warto$ci ekstremalne.

W przypadku, gdy jedno z napr¢zen gldwnych jest rowne zero, wowczas mamy do
czynienia z plaskim stanem naprezenia.

Z liniowym (jednokierunkowym) stanem naprg¢zenia mamy do czynienia wtedy,
gdy jedno z naprezen gtownych jest rozne od zera, a dwa pozostale réwne zero —
wystepuje wowczas $ciskanie lub rozcigganie.

Celem analizy jest okre$lenie stanu napr¢zenia wystepujacego w dowolnym
punkcie ciata znajdujagcego si¢ w danym przekroju, ktdérego normalna tworzy z
kierunkiem naprezen gléwnych o, dowolny kat a. Przyktadem moze by¢ przedstawiona
na rys. 1.1 plyta prostokatna rozciggana w dwu prostopadtych kierunkach, dla ktorej
chcemy wyznaczy¢ stan naprezen w punkcie A w przekroju I-1.

2!

Rys. 1.1

Dla roznych analizowanych przypadkow rozpatruje si¢ dwa warianty analizy:

* znane s3 w konkretnym punkcie ciala warto$ci i kierunki naprezen gtéwnych 0., G,,
a szukamy stanow naprezen w innych przekrojach prostopadtych do ptaszczyzny osi
glownych [ i 2 przechodzacych przez ten punkt (rys. 1.2);
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* znane sg stany naprezen (Ox, Oy, Tyy) W dwoch prostopadlych do siebie przekrojach
przechodzacych przez interesujacy nas punkt, a celem zadania jest wyznaczenie
wartosci naprezen gtownych o4, 6, oraz kierunkow ich dziatania (rys. 1.3).

Rys. 1.3

Na przyktadach szczegdtowych omoéwione zostang rozwigzania zagadnien metoda
analityczng oraz wykreslng (koto Mohra).



1.2. Zadania przykladowe

Zadanie 1.1. Kostka sze$cienna obcigzona jest naprezeniami glownymi: 0; = 130 MPa,
0,= 50 MPa i 05 = 0 (rys. 1.4). Wyznaczy¢ stan napr¢zen w przekrojach pod katami
o =30° oraz 0 + 90° = 120° odmierzanymi w kierunku dodatnim (trygonometrycznym)
od ptaszczyzny prostopadtej do osi gtowne;j 1.
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Rys. 1.4

Rozwiazanie. Kostka szeScienna obcigzona jest jedynie w plaszczyznie [-2,
mamy wiec do czynienia z ptaskim stanem naprezenia (rys. 1.4 1 1.5). W przekroju pod
katem o = 30° wystepuja dwie sktadowe istniejagcego tam stanu napre¢zenia: skladowa
normalna Oy , ktoéra oznacza si¢ czesto jako Oy oraz skladowa styczna T,, oznaczana
rowniez jako Tyy.
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Rys. 1.5
Naprezenia te okreslone sg wzorami:

_130+50 n 130—50

o,to, 0,—0,

=0, =— o —+—5—cos(2 2:30)=110MP
0,=0, 5 > cos(2 ) 5 > cos(2:30)=110MPa,
o,—0 _
Ty =Ty= 12 2sin(2o()zwsin(2-30):40§N35Mpa.



W przekroju prostopadtym, tzn. w przekroju pod katem a + 90° = 120°, naprezenia
WYNosza:

O o0 =0 = 130;50 1302_50 cos(2-120)=70MPa,

Ta+9o:TyX:@8in(2- 120)=-40 §N—3SMPa.

Jak wida¢ z powyzszych obliczen pomiedzy napr¢zeniami stycznymi w dwu
prostopadtych przekrojach istnieje nastgpujaca zaleznosc:

Ta+90 = _Ta ’

T =T,

W przekrojach wzajemnie prostopadtych naprezenia styczne sa co do wartosci
bezwzglednej jednakowe, natomiast ich zwroty sa takie, ze kazda para naprezen chce
obroci¢ myslowo wydzielony element ciata w przeciwng strong, dzigki czemu wystepuje
réwnowaga elementu.

Powyzej przedstawiona zostata metoda analityczna wyznaczania stanu naprezen w
przekroju prostopadtym do ptaszczyzny wyznaczonej przez osie / i 2. Tego typu analize
mozna réwniez wykona¢ metoda wykresla, za pomoca tzw. kota Mohra. Dalej na
kolejnych rysunkach (rys. 1.6 do 1.11) przedstawiony jest sposob sporzadzania kota
Mohra.

¢ obieramy prostokatny uktad At [MPa]
wspotrzednych 0Oq,Tq: 0§ odcigtych
O4[MPa], 0§ rzednych 1,[MPa]

o, [MPa]
O 7
Rys. 1.6
* naosi odcigtych wyznaczamy punkty
o wartoéciach 0, = 130 MPa oraz At.[MPa]
0,=50 MPa
= 130 -
- | o,[MPa]
0] G, o, &
Rys. 1.7
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odcinek 0;- 0,= 80 MPa jest
$rednicg kota Mohra

ze $rodka tego odcinka o
wspotrzednych (90;0) zakre§lamy
promieniem R
0,—0, 130—50
R= =
2 2
okrag, otrzymujac koto Mohra

=40MPa

warto$ci naprgzen Og , Ty Wystepujace
w przekroju okreslonym katami o
wyznaczaja wspotrzedne konca
promienia R obréconego wzgledem
osi poziomej uktadu 0,1, w kierunku
dodatnim (trygonometrycznym) o kat
20 = 2:30° = 60°. Wspoélrzedne konca
promienia wynosza (110; 35), czyli
0,=0C+R-cos2 =110MPai
To=R-sin2« =35 MPa (rys. 1.10)

warto$ci naprezen Ogugo 1 Tawoo,
wystepujace w przekroju prosto-
padtym do przekroju, w ktorym
wyznaczono wczesniej naprgzenia
Oq1 Ty, Wyznaczymy ze wspot-
rzednych punktu przeciecia okregu
kota Mohra z prostg przechodzaca
przez srodek kota Mohra (90; 0)

i punkt o wspotrzednych (0, = 110;
To= 35). W przedstawianym przyktadzie
otrzymamy punkt o wspotrzednych
(70; =35), czyli 64190 = 70 MPa

1 Taroo = —35 MPa (rys. 1.11)

A1, [MPa]

.[MPa]
(@] o ! o, e
Rys. 1.8
At [MPa]
/ / \ 5,[MPa]
O C(90:0) .
Rys. 1.9
At [MPa]

_ 5,=110MPa _

@) c@cq

Rys. 1.10
AT, [MPa]
(110;35)
- 2a o,[MPa]
o C(90,0),  ~
l-'a‘
c,. /(70;-35)
Rys. 1.11
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Rys. 1.12

Otrzymane stany naprezen mozna przedstawi¢ w formie graficznej jak na rys. 1.12.
Zgodnie z przyj¢ta zasada co do znaku naprezen: dodatnia warto$¢ naprezen normalnych
o, Oznacza, ze material jest rozciggany, a dodatnia warto§¢ naprgzen stycznych T,
oznacza, ze naprgzenia te probuja obroci¢ odcicty myslowo fragment elementu
wzgledem punktow lezacych wewnatrz tej czeSci w kierunku zgodnym z ruchem
wskazowek zegara.

Z geometrycznych zaleznosci (rys. 1.12) wynika, ze kierunek prostej przechodzace;j
przez punkty o wspotrzednych (50;0) i (110;35) jest kierunkiem prostopadtym do
powierzchni przekroju, w ktérym okres§lamy stan naprezen. Tak wiec, jesli po
narysowaniu kota Mohra przeprowadzimy przez punkt o wspotrzgdnych (o,;0) prosta
pod wymaganym katem o, wowczas wspotrzedne punktu przecigcia prostej z okregiem
kota Mohra dajg nam rozwigzanie zadania o, = 6, = 110 MPa, 1, = 1, = 35 MPa)

Ze wzoru na napre¢zenia styczne T

0,70, .
To=" sin(2«),
oraz z kota Mohra (rys. 1.12) wida¢, ze w przekrojach prostopadtych do ptaszczyzn
wyznaczonych przez osie glowne I, 2 napr¢zenia styczne T, osiagaja bezwzgledna
warto$¢ maksymalng dla kata o = +45° — wowczas:

:‘11302_50|:|i40|MPa:R,

Tmax WYystepujace w plaszczyznie /-2 co do bezwzglednej wartoSci rowne jest
promieniowi R kota Mohra.

W analizowanej kostce mozemy rozpatrze¢ pozostate dwie wzajemnie prostopadte
ptaszczyzny 1-3 oraz 2-3 i dla kazdej z nich zbudowaé¢ koto Mohra. W efekcie
otrzymamy trzy okregi (rys. 1.13) — kota Mohra dla trojkierunkowego stanu naprezenia.

0,0,

2

|T|max :|T<x:145| = ’i
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A T[MPa]

T,0=05 MPa

c[MPa]
>

" (65:-65)

Rys. 1.13

Zacienione pole (rys. 1.13) wraz z liniami brzegowymi je otaczajacymi zawiera punkty,
ktoérych wspotrzedne odpowiadaja stanowi naprgzenia we wszystkich mozliwych
przekrojach analizowanej kostki. I tak na przyktad, dla kostki maksymalne bezwzgledne
napre¢zenia styczne wystepuja w przekroju prostopadtym do powierzchni /-3, pod katem
o = +45° do kierunkow gltownych [/ i 3. Naprezenie Tm, réwne jest promieniowi
najwigkszego kota Mohra i w omawianym przyktadzie wynosi [£65| MPa.

Zadanie 1.2. Kostka prostopadtoscienna
obciazona jest naprezeniami Gy, Tyy 1 Oy, Tyx
w sposob widoczny na rys. 1.14:
* w przekroju prostopadtym do osi x:
ox= 120 MPa, 1, = 30 MPa, 1,, = 0;
* w przekroju prostopadtym do osi y:
oy=40 MPa, 1,, =-30 MPa, 1, = 0;
* w przekroju prostopadtym do osi z:
6,=0,1x=0,1,,=0.
Wyznaczy¢ wartoéci naprezen glownych
oraz okreslic kat, jaki tworzy 0§
maksymalnych naprezen gtéwnych z osig x.
Zadanie rozwigza¢ metoda analityczng
i wykreslna.

/\y
G‘/
A
‘tny
A o© Ty, c,
Tl [
1
) Ty X
- Y 4
Y 1% V
Gv
dx
P —
Rys. 1.14

Rozwiazanie. W omawianym przypadku mamy do czynienia z plaskim stanem
naprezenia. Poniewaz 1, = 0 1 1, = 0, to o, jest trzecim naprezeniem gltéwnym.
Zagadnienie rozpatrzymy w plaszczyznie xy, gdzie znajduja si¢ naprezenia gtéwne i ich
kierunki. Rozwiazanie rozpoczniemy od metody wykreslnej. Przy sporzadzaniu wykresu
kota Mohra postepujemy kolejno w nastgpujacy sposob:
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