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Wstep

Teoria miary jest istotnym ogniwem wspdlczesnej matematyki. Gdy miara prze-
strzeni jest jednostkowa, mamy do czynienia z prawdopodobienstwem, ktéremu
przypisana jest osobna teoria, wazna z punktu widzenia zastosowan. Pojecie
calki pochodzace od Lebesgue’a, ze wzgledu na swa uniwersalnosé, ogélnosc i

uzyteczne wtasnosci, od dawna zalicza sie do kanonu analizy matematycznej.

Przedstawiony tu podstawowy kurs teorii miary i calki Lebesgue’a stanowi
czes$¢ nauczanej na studiach matematycznych — analizy rzeczywistej. Pomys$lany
zostat jako cykl 14 wykladéw, ktére mozna przeprowadzié w ciagu jednego
semestru. Pewne nieliczne dowody zostaly pominigte, inne — tylko naszkicowane
z odestaniem Czytelnika do literatury. W skrypcie zamieszczono przyklady i
¢wiczenia nawiazujace do wylozonej teorii.

Z oczywistych wzgledéw skrypt nie jest oryginalnym materialem dydak-
tycznym — jego tre$¢ zostala opracowana w duzej mierze na podstawie trzech
bardzo dobrych i powszechnie sprawdzonych podrecznikéow analizy w jezyku
polskim, autorstwa odpowiednio Kolodzieja [14], Birkholca [4] i Rudnickiego
(23], a takze (w niewielkim stopniu) z wykorzystaniem ksiazek [9], [22] i [2].
Wyklady te byty kilkakrotnie przetestowane przeze mnie na zajeciach dla stu-
dentéw matematyki Wydzialu FTIMS Politechniki t.6dzkiej. Spis literatury
zawiera monografie i podreczniki, dzieki ktorym mozna poszerzy¢ wiedze z za-
kresu teorii miary i catki w réznym zakresie i ujeciu. Aby to utatwié¢, dodatem

wskazowki bibliograficzne.

Chcialbym serdecznie podziekowaé¢ kolegom i kolezance z mojej Uczelni,
ktérzy przyczynili si¢ do powstania skryptu. Jestem wielce wdzigczny profe-

sorowi Jackowi Jachymskiemu za udostepnienie notatek z tej tematyki oraz



za uwazng korekte tekstu i konstruktywna krytyke zawarta w recenzji. Dziekuje
réwniez doktorowi Wojciechowi Wojdowskiemu za pomyst rozpowszech-
nienia wykladéw w formie drukowanej oraz absolwentce studiéow licencjackich
matematyki P¥., Alicji Kierus, ktéra na podstawie mojego rekopisu niezwykle
starannie przygotowata wiekszos¢ wyktadéw w wersji elektronicznej, wykonujac
zmudna czasochlonng prace. Bez tego koncowy efekt nie bylby osiagniety.
Stosujemy nastepujace oznaczenia: N = {1,2,...}, Q — zbidr liczb wymier-

nych, R — zbiér liczb rzeczywistych, card(A) — moc zbioru A.



Rozdziat 1

Przestrzen z miarg

Miara Jordana na ptaszczyznie (i ogélnie w przestrzeni R¥) jest precyzyjnym
pojeciem pola powierzchni (objetosci wielowymiarowej) zbioru. Przypomnijmy,
ze zbior jest mierzalny w sensie Jordana wtedy i tylko wtedy, gdy jego miara
wewnetrza Jordana jest réwna mierze zewnetrznej Jordana (por. [1], [17], [19]).
Jednakze miara Jordana mierzy zbyt waska klase zbioréw. Przyktadem zbio-
ru niemierzalnego w sensie Jordana na ptaszczyznie jest ,kwadrat wymierny”
A= (Qn]0,1])%. Jego miara wewnetrzna Jordana jest 0, za$ miara zewnetrzna
wynosi 1. Miara zbioru A ,powinna” by¢ réwna 0, gdyz jest to zbiér przeli-
czalny. Istotnie, sumujac miary zerowe zbioréw jednoelementowych ztozonych
z poszczegdlnych punktéw tego zbioru, powinnismy otrzymadé ,laczna miare”

rowng 0. Jest to niewykonalne, bo miara Jordana nie ma wlasnosci

m(|J 4n) =) m(4y), (1.1)

n=1
gdzie zbiory A,, sa mierzalne i parami roztaczne. Wtasnoéé (1.1), zwana przeli-
czalng addytywnoscig miary przystuguje pojeciu ogdlniejszemu niz miara Jor-
dana, pochodzacemu od Lebesgue’a.

Wiemy, ze miara Jordana ma $cisty zwiazek z calka Riemanna (por. np.
[17]), ktérej wartosé dla funkcji catkowalnej nieujemnej na przedziale zwartym
jest polem powierzchni (miara Jordana) odpowiedniego zbioru polozonego mie-
dzy wykresem funkcji i osia OX (podwykresu). Dla miary Lebesgue’a, ktéra po-
znamy, analogiczna role pelni catka Lebesgue’a pozwalajaca catkowaé szeroka
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8 ROZDZIAL 1. PRZESTRZEN Z MIARA

klase funkcji na zbiorach pochodzacych z obszernej klasy. Idea caltki Lebesgue’a
jest inna niz koncepcja catki Riemanna. Catka Lebesgue’a jest ogélniejsza niz
calka Riemanna i ma wiele zalet, na przyklad dzialaja dla niej twierdzenia o
przechodzeniu do granicy mniej restrykcyjne niz znane twierdzenie dla catki
Riemanna zakladajace zbiezno$¢ jednostajna ciagu funkcji podcatkowych (por.
np. [22]).

Na poczatek poznamy pojecia o-ciala i miary na o-ciele. W przestrzeni
metrycznej okre$limy o-cialo zbioréw borelowskich. Omoéwimy tez wilasnosci

zbioréw miary zero i pojecie miary zupelnej.

Definicja 1.1. Niech X bedzie zbiorem. Rodzina 8§ podzbioréw zbioru X na-

zywa sie o-cialem, gdy:
(1) D es;
(2) jesli A€ 8, to X\ A €S§;
(3) jedli A, € 8dlaneN, toJ,cnAn €8.
Uwaga 1.1. Jedli warunek (3) zastapi¢ przez warunek stabszy
(3") jesli Ay, Ay € 8, to A1 U Ay €8,

to rodzina 8 spelniajaca (1), (2), (3') nazywa si¢ cialem. Warunek (3') na-
zywa sie skoriczong addytywnosciq, zas (3) — przeliczalng addytywnoscig (o-

addytywnodciq).

Uwaga 1.2. Dowodyzi sie, ze rodzina zbioréw mierzalnych w sensie Jordana w

RF jest cialem, ale nie jest o-cialem.

Przyktady.
1.) Rodzina P(X) wszystkich podzbiordéw zbioru X jest o-cialem.
2.) Niech A C X. Rodziny {0, X}, {0, A, X \ 4, X} sa o-cialami.

3.) Niech X bedzie zbiorem nieskoficzonym i niech 8 oznacza rodzine tych
podzbioréw zbioru X, ktére sa skoniczone lub ich dopelnienia sg skonczo-

ne. Wtedy 8 jest cialem, lecz nie jest o-ciatem.



4.) Niech X bedzie zbiorem nieprzeliczalnym i niech 8 oznacza rodzine tych
podzbioréw zbioru X, ktére sa przeliczalne lub ktorych dopelnienia sg

przeliczalne. Wtedy 8 jest o-cialem.

5.) Niech X = [0,1) i niech rodzina § sktada si¢ ze skonczonych sum prze-
dzialéw postaci [a,b) dla 0 < a < b < 1 i zbioru pustego. Wtedy 8 jest

cialem, lecz nie jest o-cialem.

Twierdzenie 1.1 (wlasnosci o-ciala). Niech 8§ C P(X) bedzie o-cialem. Za-

chodzg nastepujgce wlasnosci:
1.) X €8§;
2) jesli Ay,...,A, €S8, to U?:l A; €8;

3.) jesli A, €8 dlan €N, to (), .nAn €S;

neN
4.) jesli Ay, ..., A, €8, toi_, A; €8;
5.) jesli A,B €S, to A\ B € 8.

Dowéd. Ad 1.) Mamy X = X \ 0 €8, bo ) €8.

Ad 3.) Mamy [,y An = X\ (U,,en(X\A44)) € 8, bo wystarczy zastosowacé
definicje 1.1, warunki (1) i (2).

Dowody pozostatych wtasnosci polecamy jako ¢wiczenie. [J

Twierdzenie 1.1 méwi o tym, ze o-cialo jest rodzina zbioréw zamkniety
ze wzgledu na skonczone i przeliczalne operacje teoriomnogo$ciowe. Podobnie
uzasadnia sie, ze cialo jest rodzing zbioréw zamknieta wzgledem skonczonych

operacji teoriomnogosciowych.

Twierdzenie 1.2. Niech F C P(X) bedzie niepustq rodzing. Wowczas istnieje

najmniejsze (w sensie inkluzji) o-cialo o(F) C P(X) zawierajgce rodzineg F.

Dowdd. Niech {8;: t € T} bedzie rodzina wszystkich o-cial zawierajacych ro-
dzine F i zawartych w P(X) — jest to rodzina niepusta, bo jednym z takich
o-cial jest P(X). Polézmy
o(F) =8
teT
Wtedy F C o(F) C P(X) oraz o(F) jest o-cialem (uzasadnié!). Jesli S, jest

pewnym o-cialem zawierajacym ¥, to 8, = 8; dla pewnego t € T. Zatem
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o(F) C 8. Oznacza to, ze o(F) jest najmniejszym o-cialem zawierajacym .
O

Uwaga 1.3. o-cialo o(F) nazywa si¢ o-cialem generowanym przez rodzine F.

Definicja 1.2. Niech (X, d) bedzie przestrzenia metryczna. Zbiorem borelow-
skim w tej przestrzeni nazywamy kazdy zbiér nalezacy do o-ciala o(7T), gdzie T
oznacza rodzine wszystkich zbiorow otwartych przestrzeni X. Rodzine wszyst-

kich podzbioréw borelowskich przestrzeni X oznaczaé¢ bedziemy przez B(X).

Uwaga 1.4. Z definicji o-ciala B(X) wynika, ze oprdcz zbioréw otwartych w
X naleza do niego wszystkie zbiory domkniete w X (jako dopelnienia zbioréw

otwartych), a takze zbiory postaci |, . Frn, gdzie F, sa domkniete (zbiory

neN
takiej postaci nazywaja sie¢ zbiorami typu F-sigma (F,)) jak réwniez zbiory

postaci (), cy Gn, gdzie Gy, sa otwarte (zwane zbiorami typu G-delta (Gs)). W

podobny spos6b okreélamy kolejne typy zbioréw borelowskich Fys, Fyso,- - -
oraz G(;, G(sm G(;m;, e

Definicja 1.3. Niech 8 bedzie o-cialem podzbioréw zbioru X. Funkcje p: 8 —

[0, 0] nazywamy miarg, gdy
19 pu(0) = 0;

20 jesli A, € 8dlan € Noraz A, NA; =0 dlai # j, to (U 2, Ay) =
oo w(Ay) (przeliczalna addytywnosé).

Tréjke (X, 8, p), gdzie p jest miara na o-ciele 8 nazywa sie przestrzeniq z miarg.
Niech (X, 8, 1) bedzie przestrzenia z miara.
o Jesli A e 8iu(A) =0, to méwimy, ze A jest zbiorem miary zero.
o Jedli A e 81ipu(A) < oo, to méwimy, ze A jest zbiorem miary skoriczone.
o Jedli u(X) < oo, to méwimy, ze miara p jest skoriczona.

o Jedli u(X) =1, to méwimy, ze miara p jest unormowana (probabilistycz-

na,).

o Jedli istnieje ciag (Apn)nen taki, ze A, € 81 u(A,) < oo dlan € N oraz

X = U, en An, to méwimy, ze miara u jest o-skoriczona.
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Przyktady. Podamy kilka przyktadéw przestrzeni z miara.

1) (X,P(X), p), gdzie u(A) = 0 dla kazdego zbioru A € P(X) (miara zero-

way).
2.) (X, P(X),p), gdzie dla dowolnego A € P(X) definiujemy

(A) = { card(4) gdy card(A)_< 00
0 gdy card(A) = oco.

Wtedy pu jest tzw. miarg liczgcg.

3.) (X,P(X),un), gdzie miare p okreslamy tak, ze ustalamy zg € X i wtedy
dla dowolnego A € P(X) definiujemy

0 gdyzgéd A
pay=q 0 B E
1 gdy xg € A.

4.) (N, P(N), n), gdzie miare p okreslamy nastepujaco: niech > | a,, bedzie
szeregiem zbieznym o wyrazach nieujemnych, wtedy p(A4) = > 4 an
dla A € P(N).

Twierdzenie 1.3 (wlasno$ci miary). Niech (X,8,u) bedzie przestrzeniq z

miarg. Wowczas zachodzq nastepujgce wlasnosci:

(1)) ]€§ll Al» ey A, € 8, A; N AJ =0 dlai 7& 7, to ,U/(U?:l Az) = Z?:l M(Az)
(skoticzona addytywnosé);

(2) w jest niemalejgcq funkcjg zbioru, tzn. jesli A)B € 8 i A C B, to u(A) <
u(B);

(3) jesli A,Be€8, AC B iu(A) <oo, tou(B\A)=u(B)—pnA);

(4) jesli A, € 8 dla kazdego n € N, to pu(Us—; An) < ooy 11(Ay) (przeli-
czalna podaddytywnosd);

(4') jesli Ay, ..., Ay €8, to p(Ury Ai) < D, u(Ay);

(5) dla dowolnego wstepujacego ciggu (Ap)nen zbioréw (A, C Api1, n €N)
nalezqcych do 8 mamy p(Ur—; An) = limy, oo p(Ay);
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(6) dla dowolnego zstepujacego ciggu (An)nen 2zbioréw (Ani1 C Ap, n € N)
nalezqcych do 8 mamy p((Nr—; An) = lim, oo (Ay), 0 ile p(A;r) < co.

Dowdd. Ad (1). Wystarczy polozyé A,i1 = Apia = -+ = (0 i zastosowaé
przeliczalna addytywnosé miary.

Ad (2). Mamy B = AU(B\ A), B\A €8, AN(B\ A) = 0, wigc korzystajac
z (1), otrzymujemy p(A) < p(A) + p(B\ A) = u(B).

Ad (3). Jak w (2) mamy pu(A) + pu(B\ A) = u(B) i jesli p(A) < oo, to
w(B\ A) = u(B) — u(A) i odejmowanie po prawej stronie jest wykonalne.

Ad (4). Definiujemy ciag (B, )nen wzorami By = Aj oraz B, = An\U;‘;f A;
dlan > 2. Wtedy B, € 8, n € Noraz |J;_, Bi = U;—, 4i, n € N (wykazad!).
Stad wynika, ze J;o, B; = Ujo; Ai. Ponadto B; N B; = 0 dla i # j. Zatem
korzystajac z (2) i inkluzji B; C A;, mamy

oo

w(B;) < Z w(A;).

i=1

M(U A;) = M(U Bi) =

Ad (4). Polézmy w (4) Api1 = Apyo=---=10.
Ad (5). Zaczynamy podobnie jak w (4). Definiujemy zbiory B, n € N,
nastepujaco: By = Ay, B, = A, \ An—1, n > 2. Wtedy M(USLO=1 A,) wynosi

n

p(lJ Br) =D n(Ba) = lim > w(By) = lim p(|JBi) = lim u(An).
n=1 n=1 i=1 i=1

Ad (6). Polecamy jako ¢wiczenie. Wskazdwka: okreslié¢ D,, = A1\ Ay, n € N;

zauwazy¢, ze ciag (Dy )nen jest wstepujacy, a nastepnie zastosowaé (5) 1 (3). O

Cwiczenie 1.1. (a) Uzasadni¢, ze w twierdzeniu 1.3 we wlasnoéci (6) wy-

starczy zakladaé, ze u(A,,) < co dla pewnego ng € N.

(b) Pokazaé, ze bez zalozenia o skonczonosci miary odpowiednich zbioréw,
prawa strona réwnosci (3) moze byé nieokreslona, a wlasnosé (6) moze

nie zachodzié.

Twierdzenie 1.4 (wlasnoSci zbioréw miary zero). Niech (X, 8, 1) bedzie

przestrzeniq z miarg. Wtedy zachodzg wlasnosci:

1.) jesli A, € 8 i u(Ayn) =0 dla kazdego n € N, to u(lU;—, A,) = 0;
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2.) jesli A,B €8, u(A) =0, BC A, to u(B) =0;
3.) jesli A,B €8 iu(B)=0, to u(AUB) = pu(A) i u(A\ B) = u(A).
Dowdd — éwiczenie. O

Definicja 1.4. Niech (X, 8, u) bedzie przestrzenia z miarg. Méwimy, ze miara
W jest zupetna, gdy

(VA e 8)(u(A)=0= (VYBC A) Be )
(tzn. gdy podzbiér dowolnego zbioru miary zero nalezy do o-ciala).

Twierdzenie 1.5 (o rozszerzaniu miary do miary zupelnej). Niech
(X, 8, 1) bedzie przestrzeniq z miarg. Niech S oznacza rodzine wszystkich zbio-
réw postaci AU B, gdzie A € § oraz B jest podzbiorem pewnego zbioru C € §
takiego, ze u(C) = 0. Definiujemy p: S — [0, 00] wzorem [(AU B) = u(A),
gdzie AUB € S oraz A, B majq postac opisang wyzej. Wiedy:

18 jest o-ciatem takim, zZe ) S;

20 1t jest funkcjg poprawnie zdefiniowang, tzn. jesli AUB = A'UB’ € S oraz
A, B, A', B’ majq postaé opisang wyzej, to p(AU B) = p(A’ U B');

39 [t jest miarg zupelng na g;
40 fils = p.

Dowédd — éwiczenie. O





