W kazdej nauce jest tyle prawdy, ile jest w niej matematyki

Immanuel Kant

Przedmowa

Matematyka prowadzi rownolegle dwa rézne zywoty.
Z jednej strony jest zywa nauka, ciaggle si¢ rozwija, powstaja nowe teorie, potrafimy
udowadnia¢ twierdzenia uzywajac narzedzi z zaskakujaco roznych dziedzin matematyki.
Rocznie powstaje okoto 50000 prac matematycznych. Dumni autorzy cieszg si¢ z indeksu
cytowan , co oznacza, ze ich praca jest pozyteczna, by¢ moze postuzy komus$ innemu do
napisania nowego, odkrywczego artykutu.

Tego rodzaju matematyke uprawiajg naukowcy w zaciszu swoich gabinetow, pilnie
strzegac wynikow swoich prac dopoki nie ukazg si¢ one drukiem. Uwazani za nieszkodliwych
dziwakow, sg bardzo cenieni za niskie koszty swojej pracy — jak ironicznie si¢ uwaza,

matematyk to urzadzenie zamieniajace kawe, paczki, otéwek i papier w twierdzenia.

Z drugiej strony matematyka, z ktora spotykamy si¢ w szkole 1 na studiach.
Matematyka jakiej doswiadczajg ludzie nie zwigzani z nig zawodowo objawia si¢ jako
przedmiot nauki szkolnej, ktory towarzyszy uczniom od szkoty podstawowej, az po studia
wyzsze. Jest ona uwazana powszechnie za trudna, niepotrzebng, nie majacg nic wspolnego z
rzeczywisto$cig i przede wszystkim martwa nauke. W zasadzie powiadamy, ze znajomos$¢
elementarnej arytmetyki, podstaw geometrii wystarcza aby prowadzi¢ swe zycie nie cierpiac z
powodu braku innych umiejetnosci matematycznych.

Nie wstydzimy si¢ przyzna¢ do braku wiedzy, kompetencji zwigzanych z matematyka.
Twierdzimy stanowczo, ze doskonale radzimy sobie bez niej, a formulki i twierdzenia, ktore
poznali$my miaty tylko warto$¢ jako ¢wiczenie uczenia si¢ tekstu na pamigc.

Zreszta zapamictany wiersz moze si¢ jeszcze gdzie$ przydaé, a wyrecytowanym z pamigci
twierdzeniem Talesa nikomu nie zaimponujemy.

Trudno polemizowac z takim powszechnym przekonaniem o skostnieniu, braku
odniesienia do rzeczywistos$ci i nieprzydatnosci matematyki.

Bezradni nauczyciele w obliczu ciggle zmniejszajacej sie liczby godzin lekcyjnych

poswieconych przedmiotom $cistym koncentrujg si¢ na realizacji minimum programowego



egzekwujac wiedze a nie kompetencje i umiejetnosci rozwigzywania praktycznych
problemow.

Od czasu do czasu, budzi si¢ jednak cheé¢ sprzeciwu, protest przeciwko takiemu
postrzeganiu matematyki i matematykow.

Stad pomyst zaprezentowania matematyki z jasniejszej strony ksiezyca. Ksigzka ta jest proba
opisania wykorzystania matematyki w zyciu codziennym a nawet uczuciowym. Bezposrednia
inspiracja do jej powstania byty zajecia, ktore prowadzitem w ramach tzw: Akademii
Zastosowan Matematyki — otwartych wyktadow i ¢wiczen dla wszystkich chetnych:
niedowiarkow, sceptykow a z drugiej strony dla grupki entuzjastow.

Wyktady z Zastosowan Matematyki odbywaty si¢ na Politechnice Lodzkie;.

Prowadzac Akademi¢ nie bylem zwigzany z zadnym programem, planem, liczba godzin czy
innymi ograniczeniami. Istniata dla przyjemnosci, checi podzielenia si¢ tym czego sami si¢
nauczyli$my bo jak méwit Hugo Steinhaus Matematyki si¢ uczymy aby uczyé innych.

Ksigzka ta stanowi wybor z kilku pierwszych spotkan Akademii po§wigconych
Matematyce w zyciu uczuciowym oraz zawiera kilka nowych tematow jak Matematyka w
sporcie, portfelu, sklepie.

Osobny rozdzialy s3 poswiecone bezpiecznemu przesylaniu informacji, obecnosci
matematyki w lingwistyce i prawu Benforda. Obecnie analiza Benforda stanowi popularne
narzedzie przy wykrywaniu oszustw w podatkach, czy kreatywnej ksiggowosci .

Mam nadzieje, ze ksigzka moze trafi¢ do szerokiego grona Czytelnikow. W przypadku
wigkszosci rozdziatdéw znajomos$¢ matematyki na poziomie szkoty licealnej z rozszerzonym
programem matematyki jest wystarczajgcym poziomem wiedzy aby zglebi¢ tematy
przedstawione w Matematyce nie tylko dla zakochanych.

W kazdym rozdziale, o ile jest taka potrzeba podane sa informacje uzupetniajace oraz
bibliografia. Wymienione sg pozycje ksiazkowe, artykuly, ktére zainspirowaty mnie do
poruszenia danego tematu.

Chcialbym réwniez w tym miejscu ztozy¢ podzigkowania recenzentowi ksigzki doc. dr
Andrzejowi Justowi, ktory podjat si¢ trudu uwaznego jej przeczytania i zechcial podzieli¢ si¢
Ze mng cennymi uwagami.

Z nadzieja, ze wybor zagadnien przekona Czytelnika, ze warto zwraca¢ uwage na
obecno$¢ matematyki w zyciu codziennym, osobistym, zawodowym i
uczuciowym...zapraszam do lektury.
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WSZYSTKIE OCZY SWIATA

Zobaczytem i zadrzatem,
jeszcze takich nie widziatem:

brzydkie -

patrza jakos tak daleko,
ze zielone, to co z tego:

brzydkie.

Nie rozumiem: dzien sie toczy,
ja wciaz widze twoje oczy

brzydkie -

do niczego niepodobne,
takie brzydkie, niech ges kopnie,
brzydkie.

W twoich oczach, kochana, jedyna,
cos by¢ musi, na pewno cosS masz,
chce zapomnieé¢ i nie zapominam,

ciagle widze 1 oczy, 1 twarz.

Choc¢bym sSwiat caty wkoio przemierzyi?,
choc¢bym szuka? juz sam nie wiem gdzie,
od twych brzydkich nie znajde piekniejszych

i tak rzewnych i1 wiernych jak twe.

I zmienitem w koncu zdanie,
widze, Ze sa niestychanie

piekne -

twoje oczy jak dwie Swieczki,
twoje oczy jak gwiazdeczki

piekne.

Twoje oczy wszystko widza,
twoje oczy dla mnie Swieca

piekne;



kazdy wieczdr taki mity,
nad mym zZyciem sie schylity -

piekne.

Tak pisat Gatczynski o oczach swojej dziewczyny.

JesteSmy pod wrazeniem pigkna koloru oczu. Zwracamy uwage na oczy podczas kazdej
okoliczno$ci, mamy ulubione kolory, pamigtamy , wspominamy oczy wyjatkowo $liczne. Dla
niektorych wlasnie oczy sg tym czynnikiem, ktory ma najwicksza wage przy subiektywne;j,
estetycznej ocenie naszej osoby.
Z formalnego punktu widzenia obowigzujaca obecnie klasyfikacja rozroznia 16 typow
koloru oczu klasyfikowanych ze wzgledu na intensywnos¢ barw.
Rozrézniamy oczy:

1)  ciemne - w skali od 1 do 16 zajmujace miejsca 1-4,

i1)  ciemno-mieszane, (4-6)

iii) mieszane (6-12),

iv)  jasne-mieszane oraz jasne (12-16)

Ze wzgledu na kolor rozrézniamy oczy:
a) brazowe a wérdd nich: ciemnobrazowe (tzw. czarne oczy), jasnobrgzowe (ztote)
b) piwne
c¢) bursztynowe (kocie oczy, oczy koloru whisky)
d) zielone
e) niebieskie
f) szare

g) fioletowe

Oczywiscie niektore kolory oczu sg bardziej dominujace od innych. Mieszkancy
Skandynawii styng z niebieskich oczu. Zielone oczy sa powszechne w Irlandii a piwne
oczy to cecha charakterystyczna Stowian.

W obecnym rozdziale zajmiemy si¢ rozwigzaniem problemu, dotyczacego poznania
wszystkich oczu $wiata.

Wyobrazmy sobie, ze jeste§my mito$nikami damskich (megskich) oczu i
zastanawiamy si¢ ile paniom (panom) nalezy gleboko spojrze¢ w oczy aby ujrzeé

wszystkie z mozliwych 16 typow oczu. Zaktadamy dla uproszczenia, ze natura



roOwnomiernie obdzielita nas ré6znymi typami oczu. Inaczej mowigc szanse na zobaczenie
kogo$ reprezentujacego dany typ wynosza zawsze 1/16.

Sformulujmy zatem nasze zadanie.

Ile pan (pan6w) powinno pokaza¢ nam swoje oczy, aby stwierdzi¢, ze zobaczylismy
wszystkie 16 typow oczu wystepujacych na swiecie. Zaktadamy, ze dystrybucja
wszystkich typow jest rtOwnomierna.

Oczywiscie rozpoczynajac badania i spogladajac w oczy pierwszej pani z pewnoscia
ujrzymy nowy typ oczu. Zatem liczba osob, ktérym nalezy spojrze¢ w oczy aby poznaé
pierwszy kolor oczu wynosi 1.

Nastepnie obliczymy ile wynosi $rednia liczba pan, ktérym powinni$my spojrze¢ w oczy
aby dostrzec nowy (drugi) kolor oczu. OczywiScie szanse na spotkanie pani z dotychczas
nieznanym nam kolorem oczu wynosi 15/16. Prawdopodobienstwo, ze pierwsza ujrzana
pani bedzie posiada¢ nowy kolor oczu wynosi zatem 15/16

Moze si¢ zdarzy¢, ze pierwsza spotkana ma taki kolor oczu, ktory juz znamy (szanse na to
wynosza 1/16) 1 dopiero druga posiada nowy kolor. Szanse na zdarzenie tego typu

I 15
WYynoszg: E : E .

Generalnie, jezeli dopiero pani n-ta posiada nowy nieznany nam kolor oczu (w tym

wypadku drugi) to takie zdarzenie moze si¢ pojawic¢ z prawdopodobienstwem:

) B
16) 16

Srednia liczba pan, ktorym bedziemy spoglada¢ w oczy z nadzieja na odkrycie nowego

koloru (drugiego) jest okreslona przez nastepujace wyrazenie:
15 115 (1)15 1\""1s5 1\"" 15
l—+2— —4+3 —| —+....+nN — —+..=) N — —
16 16 16 16) 16 16 16 ~ \16 16

n-1
gdyz zgodnie z definicja wartosci oczekiwanej zmiennej losowej iloczyn (%] 15

16
przedstawia prawdopodobienstwo zdarzenia odpowiadajacego wartosci X =n , gdy
zmienna losowa X oznacza liczbe pan, ktorym nalezy si¢ przyjrzec, aby ujrze¢ nowy do

tej pory niedostrzezony kolor oczu.

Gdy znany juz dwa kolory oczu i czekamy na trzeci kolor, to pojawi nam si¢ on wraz z

pierwsza kolejno napotkang panig z prawdopodobienstwem 14/16,
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n-1 E

z drugg z prawdopodobiefstwem % % , z n-tg z prawdopodobienstwem (%j v

Srednia liczba pan, ktorym nalezy spojrze¢ w oczy aby odkryé trzeci kolor wynosi wobec

powyzszego:
2 n-1 n-1
1-E+2£-E+3(£j E-|r....+n(£j E+=Z:n(£j 14
16 16 16 16) 16 16 16 = 16 16

Przeprowadzajac podobne rozumowanie stwierdzimy, ze nalezy $rednio spojrze¢ w oczy

3V '3 ,
z n — — paniom aby odkry¢ czarty kolor.
~ \16 16

Generalnie suma Z n( bedzie okresla¢ srednig liczbe pan, ktorym

n=1

k—I]n_ll6—(k—1)
16 16

spojrzymy w oczy aby odkry¢ nowy kolor oczu, gdy znamy juz k-1 kolorow oczu.

Liczba pan, ktorych oczy trzeba obejrze¢ aby pozna¢ wszystkie 16 kolordw oczu bedzie
suma:

liczby pan pozwalajacych na odkrycie pierwszego koloru — 1

n-1
liczby pan pozwalajacych na odkrycie drugiego koloru - Z n(ij 15
~ \16 16
2\ 14
liczby pan pozwalajacych na odkrycie trzeciego koloru - Z n(—] —
~ \16 16

3\ 13
czwartego - n — — ey
#WATeR Z(mj 16
n=1
oo - Z”[k_ljn_l 16— (k—1)
#7 L e 6

15\"1 1
szesnastego - Zn[g] m

n=1

Ostatecznie aby pozna¢ wszystkie kolory oczu $wiata powinnismy gteboko przyjrze¢ sig:

1\ 15 (2)”‘1 14 3\ 13
1+ n — — + n— — + n — —+...
; (16) 16 nz_; 16) 16 2 16) 16

n=1
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k—-1\""16-(k-1) [15j”‘1 1
+...+ n + ...+ n — — paniom.
; ( 16 j 16 2. 16) 16"

n=1
Sprébujmy obecnie obliczy¢ poszczegdlne sumy.

W tym celu skoncentrujemy si¢ na sumie szeregu

an”‘1 = 142X+ 32 44X 4 x4
-

Jest to szereg zbiezny dla X € (—1,1). Oznaczmy jego sumg¢ przez S(X).

Zauwazmy, ze w tym przypadku mozliwe jest calkowanie sumy wyraz po wyrazie co w
konsekwencji prowadzi to nastepujacej relacji:

X X

0 — n-1 — ( n-1 — n
_!S(x)dx jan dx Zlnx dx nzzl: X

0 n=l1 n=1

X
X" :x+x2+x3+...+x”+...=l—
—X

0 n=1

/

x]: 1
1-x)  (1-x?

X
7 rownosci: J' S(x)dx = li wynika, ze S(X) :(
—X
0

W naszym szczegdlnym przypadku:

[1j”‘115 15 1 16
n _ _:_.—2:_
~\16) 16 16 (1-1/16)" 15
{3yfﬂzﬂw_g___&
= \16) 16 16 (1-2/16)° 14
(3)”113 13 1 16
n —_ _:_.—2 =
~\16) 16 16 (1-3/16) 13
n(k—lj"_l 16—(k=1) _ 16-(k-1) 1 16
m \ 16 16 16 (1-(k-1/16)* 16—(k-1)

#QML:L__L_,&
16 16 (1-15/16)° 1

Zatem $rednia liczba pan, ktorym spogladamy w oczy aby pozna¢ wszystkie kolory oczu

Swiata wynosi:
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+—=16

16 16 16 16 16 11 1
—+— —+...
16 15 14 13 1 ( j

Zanim podamy ostateczng odpowiedz zaproponujemy bardzo efektywny sposob na
. . : : 1 :
liczenie sumy utamkoéw bedacych suma czgsciowa szeregu harmonicznego Z — czyli
n=1
1

sum t u'1+l+l+ +—
ypu: Sttt

Sprobujemy wykazaé, ze: 1+1/2+1/3+...1/n—>Inn+y gdzie y =0.577215....

Zauwazmy, ze bezposrednio z interpretacji geometrycznej catki oznaczonej wynika:

n

l+l+...+l£'|.ldx:lnn
2 3 n 1x

n
1+l+l+...+L2jldx=lnx
2 3 n-1 1x

Wobec powyzszego mamy:
l+l+...+lSlnnélvtlvt..ﬁL co implikuje:
2 3 n 2 n-1

1 1

1+—+—+...+l£1+lnn dajac
2 3 n

1+l+1+...+l—lnngl
2 3 n

oraz

l+lnn£1+l+...+L+l dajac
n 2 n-1 n

1+l+l+...+l—lnn2l
2 3 n n

Zatem ciag: 1 <§,=1 +%+ et L Inn<1 jest ograniczony.
n n
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Aby rozstrzygna¢ istnienie granicy ciggu nalezy pokazac¢ jeszcze jego monotoniczno$¢. W

1 [n+1j
—In =
n+1 n

S N S R VL (ST
n+1 n 1+1/n

tym celu badamy znak r6znicy:

Sn+1—Sn:ﬁ—ln(n+l)—lnn:

Wezmy pod uwage funkcje: f(x) = In(l+ —li , X0
+ X

f'(x)= 1 5= X 5>0 dla dodatnich warto$ci argumentu.
I+X 1+x)° (1+Xx)
Oznacza to, ze funkcja f(X), x>0 jest rosngca oraz w szczegolnosci

f(x)> f(0)=0,x>0

In(l+%) - >0 X _In+x <0— "
1+ X% 1+ X%

<In(1+1/n)
n

Whnioskujemy zatem, ze ciag S, jest malejacy, oraz zachodzi:

1 1 1
—< =l+—+..+——-Inn<1
n Sh 2 n

W konsekwencji wiedzac, ze granica S, istnieje otrzymujemy, ze

0<Ilim §,=y<l1

n—oo
Granica ta nazywana jest statg Eulera, wynosi w przyblizeniu 0.577215.
Ciekawostka, jest, ze do tej pory (poczawszy od 1735 1. kiedy po raz pierwszy zostata
podana) nierozstrzygnietym pozostaje problem wymiernos$ci (niewymiernos$ci) tej liczby. Nie
wiadomo rowniez, czy jest to liczba algebraiczna tzn. czy jest pierwiastkiem wielomianu o

wspotczynnikach wymiernych.

W naszym przypadku, gdy chcemy zobaczy¢ wszystkie kolory oczu §wiata musimy si¢

. ) 1 1 1 .
przyjrze¢ srednio 16(1 +E+§+M+E) ~16(In16+0.577215) = 53.596 = 54 paniom.
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Jako ¢wiczenie pozostawimy rozstrzygnigcie problemu ilu panom nalezy w czasie mroznej
zimy zdja¢ czapki, aby pozna¢ wszystkie kolory wlosow $wiata zaktadajac, ze kazdy z nich
ma takie szanse na posiadanie ktorego$ z 11 mozliwych kolordow i natura w swej taskawosci
nie pozwala nikomu wylysie¢.
Oficjalnie zarejestrowane mozliwe kolory wtosow to:

a) biaty,

b) jasny blond,

c) kasztanowy,

d) rudy,

e) rudoblond,

f) ciemny blond,

g) jasnobrazowy,

h) siwy,

1) brazowy,

j) ciemnobrazowy,

k) czarny
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