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PRZEDMOWA

Niniejsza ksigzka stanowi rozszerzenie i modyfikacje podrecznikéw
pt. ,,Mechanika” 1 ,,Mechanika techniczna” mojego autorstwa wydanych
przez WNT, Fundacja Ksigzka Naukowo-Techniczna, Warszawa, w la-
tach 2007 i 2009.

Prowadzone na bazie wspomnianych podrecznikéw wyktady i ¢wi-
czenia na Wydziale Mechanicznym na kierunkach Mechatronika i1 Trans-
port oraz na studiach doktoranckich z Mechaniki wptynety na wychwy-
cenie niektérych niescistosci i wprowadzenie stosownych poprawek do
tekstu tej ksigzki.

Wprowadzenie kilku zupetnie nowych rozdziatéw i znaczne modyfi-
kacje juz istniejacych spowodowato ukierunkowanie tej ksigzki na stu-
dentéw, doktorantéw 1 pracownikéw naukowych wyzszych uczelni tech-
nicznych.

Podrecznik/monografia pt. ,,Mechanika techniczna i teoretyczna.
Dynamika” moze by¢ traktowany jako druga cze$¢ ksigzki pt. ,,Mechani-
ka techniczna i1 teoretyczna. Statyka 1 kinematyka”, wydanej réwniez
przez Wydawnictwo PL.

Obydwie te pozycje o charakterze podrecznika i monografii majg
stanowi¢ kompendium wiedzy dotyczacej mechaniki klasycznej z uwy-
pukleniem jej nowych gal¢zi rozwoju, co w zamierzeniu powinno ozywic
mechanike 1 wzmocni¢ zainteresowanie nig wsrdd szerokiej rzeszy Czy-
telnikdw, a w tym gtéwnie inzynieréw. W ksigzkach skoncentrowano si¢
na prezentacji szerokiego wachlarza prostych i ztozonych probleméw w
ujeciu wektorowym i przestrzeganiu jednolitego matematycznie zorien-
towanego podejscia do opisu 1 wyjasnienia wielu nawet ztozonych i czg-
sto zupetnie nowych dziatéw mechaniki klasycznej. Stanowig one wyraz
konsekwentnego dazenia autora do polgczenia mechaniki technicznej
zorientowanej inzyniersko z mechanikg klasyczng wyktadang na wydzia-
tach fizyki i matematyki stosowanej.

Ponadto w obydwu ksigzkach staralem si¢ zawrze¢ krétkie opisy cha-
rakteryzujace wielkie postacie matematyki i mechaniki, ktérych nazwiska
pojawiajg si¢ w tekscie. Celem takiego podejscia byto uwypuklenie ryséw
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historycznych rozwoju mechaniki i wskazanie na istotng role jej drugiego
(oprécz formalnego matematycznego) humanistycznego oblicza.

Wprowadzenie do wykorzystywanego w tej ksigzce rachunku wekto-
rowego i macierzowego mozna znalez¢ we wspomnianej juz pozycji pt.
»Mechanika techniczna i teoretyczna. Statyka i kinematyka”.

Rozdziat 1 obejmuje proste zagadnienia dynamiki. W p. 1.1 opisano
dynamik¢ punktu, a w tym II prawo Newtona 1 ruch punktu materialnego
pod dziataniem sit prostych. Przeprowadzono rowniez klasyfikacje pro-
bleméw dynamiki oraz sformutowano i zilustrowano prawa zmiennosci
pedu i zachowania wielko$ci kinematycznych punktu. W p. 1.2 opisano
podobne prawa odniesione do uktadéw materialnych, a w p. 1.3 pt.
,»Ruch punktu materialnego w polu srodkowym”, wprowadzone rozwa-
zania teoretyczne uzupetniono wieloma przyktadami.

Rozdziat 2 ilustruje rozwigzanie réwnan ruchu i zastosowanie praw
zachowania opisanych w rozdziatach poprzednich, wykorzystujac przy-
ktad wahadel matematycznego i fizycznego. Interpretacje dynamiki
punktu materialnego na przyktadzie wahadet wykraczaja poza tradycyjne
klasyczne ujecia dotyczace tej problematyki. Rozdzial ten ,,otwiera row-
niez drzwi” do analizy dynamiki chaotycznej punktu materialnego. Do-
datkowo rozdzial ten zawiera p. 2.3 dotyczacy modelowania i analizy
dynamiki wahadla fizycznego potrojnego w plaszczyznie. Najpierw wy-
prowadzono réwnania ruchu wahadta, opierajac si¢ na réwnaniach La-
grange’a, a nastepnie dokonano ich symulacji numerycznej. Pokazano
kilka przyktadéw dynamiki regularnej (okresowej i quasi-okresowej)
oraz chaotycznej analizowanego wahadla potréjnego. Ponadto wyzna-
czono reakcje dynamiczne w przegubach wahadia oraz podano kilka
przyktadowych ich przebiegéw w przypadku ruchu wahadta regularnego
i chaotycznego.

W rozdziale 3 opisano zagadnienia dynamiki 1 statyki we wspoirzed-
nych uogélnionych. W p. 3.1 wiele uwagi poswigcono wiezom i wspot-
rzednym uogélnionym z uwypukleniem roli i znaczenia wigzow nieholo-
nomicznych oraz tzw. zagadnienia zamrozenia wiezow. W celu zrozu-
mienia opisanej w nim problematyki autor uzupeinit rozwazania teore-
tyczne o cztery przyktady. Podrozdziat 3.2 jest zupetnie nowy i dotyczy
zasad Jourdaina i1 Gaussa, a przedstawione w nim rozwazania teoretyczne
zilustrowano przyktadami. Réwniez p. 3.3 dotyczacy zagadnien statecz-
nosci polozen réwnowagi jest zupetnie nowym zilustrowanym szeregiem
pogladowych przyktadow. W kolejnym p. 3.4 wyprowadzono réwnania
Lagrange’a Il 1 I rodzaju, a rozwazania teoretyczne zostaly zilustrowane
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pigcioma przyktadami. W p. 3.5 podano wilasnosci rownan Lagrange’a.
Catkom pierwszym uktadéw Lagrange’a poswigcono p. 3.6; wprowadzo-
no w nim m.in. pojecie wspoétrzednych cyklicznych, a ich znaczenie zilu-
strowano poprzez prosty przyktad. Nast¢gpnie w p. 3.7 zostato wyprowa-
dzone réwnanie Routha oraz znacznie szerzej opisano rol¢ i znaczenie
wspotrzednych cyklicznych w p. 3.8. Z kolei p. 3.9 obejmuje kinetyke
uktadu trzech ciat sztywnych na przyktadzie manipulatora o trzech stop-
niach swobody. Opierajac si¢ na wczesniejszych rozdziatach, wyprowa-
dzono réwnania ruchu manipulatora, a nastgpnie dokonano analizy jego
ruchu wykorzystujac symulacje numeryczne.

Klasycznym réwnaniom dynamiki poswiecono rozdzial 4. W p. 4.1,
po wprowadzeniu tzw. zmiennych Hamiltona i przeksztatcenia Legen-
dre’a, wyprowadzono posta¢ kanonicznych réwnan Hamiltona. Nastep-
nie sformutowano i udowodniono twierdzenie Jacobiego-Poissona. Po-
nadto opisano przeksztatcenia kanoniczne prowadzace do bezposrednie-
go otrzymania tzw. catek pierwszych rozpatrywanych zagadnien. Wpro-
wadzono (i niekiedy udowodniono) wiele twierdzen dotyczacych kano-
nicznos$ci przeksztatcen. Na koniec pokrétce zilustrowano metode Jaco-
biego oraz wskazano na zalety wprowadzenia réwnan Jacobiego-
Hamiltona. Korzysci ptynace z wprowadzenia tzw. dekompozycji Bogo-
molnego oraz transformacji Bicklunda wykorzystywanych podczas roz-
wigzywania rownan Eulera-Lagrange’a opisano w p. 4.2. Podejscie to
rozszerza mozliwosci metod analitycznych do analizy niektérych silnie
nieliniowych réwnan rézniczkowych czastkowych. W p. 4.3 wyprowa-
dzono réwnania Whittakera, w p. 4.4 rOwnania Vorontsa i rdwnania
Chaplygina, a w p. 4.5 rdwnania Appella. Przeanalizowano zalety i wady
wyprowadzonych réwnan, a opisang problematyke zilustrowano przykta-
dami.

Rozdziat 5 zostal poSwigcony klasycznej teorii uderzenia. Najpierw
wprowadzono podstawowe pojecia zwigzane z tg problematyka, a w tym
okreslono zjawiska uderzenia, sity zderzeniowej 1 impulsu uderzenia.
Naste¢pnie sformutowano podstawowe prawa teorii uderzenia. Ponadto w
p- 5.3 opisano zagadnienie uderzenia punktu materialnego o przegrode, a
nastepnie (p. 5.4) dokonano fizycznej interpretacji uderzenia. Podroz-
dzial 5.5 zawiera opis 1 ilustracj¢ wraz z przyktadem zjawiska zderzenia
dwoéch kul poruszajacych sie ruchem postepowym. Na koniec tego roz-
dzialu opisano zderzenie dwoch cial sztywnych swobodnych oraz zdefi-
niowano $rodek uderzenia.
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Rozdziat 6 dotyczy pewnych zagadnien teorii drgan uktadéow mecha-
nicznych dyskretnych. Na poczatku wprowadzono zapis macierzowy
drgan liniowych uktadéw o wielu stopniach swobody oraz dokonano
klasyfikacji sit mechanicznych. Nastgpnie opisano mate drgania uktadéw
liniowych, fragmentami liniowych i nieliniowych o jednym stopniu swo-
body. Rozdziat ten zawiera wiele przyktadow, opis zastosowania metody
funkcji zmiennej zespolonej oraz dokonano w nim analizy prostych ukfa-
déw dynamicznych poddanych wymuszeniu impulsowemu.

Rozdzial 7 wprowadza Czytelnika w problematyke ruchu planet, w
szczegblnosci opisano tutaj szczegétowo zagadnienie dynamiki dwdch
punktéw materialnych w polu sit grawitacyjnych.

Rozdziat 8 poswigcono dynamice uktadéw o zmiennej masie. Opisa-
no matematycznie zmiany ilosci ruchu 1 momentu kinetycznego i wy-
prowadzono réwnania ruchu punktu materialnego w uktadzie o zmiennej
masie, tzw. rOwnanie Mieszczerskiego. Nastepnie opisano i zilustrowano
tzw. dwa zagadnienia Ciotkowskiego. W p. 8.5 wyprowadzono réwnanie
ruchu ciata o zmiennej masie. Na koncu rozdzialu podano dwa przyktady
zwigzane z wczesniej przeprowadzonymi rozwazaniami.

Rozdziat 9 obejmuje dynamike ciata sztywnego i1 dynamike uktadow
potaczonych takich ciat. Jest to tematyka raczej pomijana w klasycznych
podrecznikach 1 monografiach dotyczacych dynamiki i wymaga od Czy-
telnika dobrego przygotowania matematycznego. Obejmuje on problema-
tyke obrotu ciala sztywnego wokot osi nieruchomej 1 wokét punktu nie-
ruchomego, przypadek Kowalewskiej, ruch ogdlny swobodny ciata
sztywnego, ruch kuli jednorodnej po ptaszczyznie poziomej w polu cigz-
kosci z tarciem oraz dynamike (drgania) uktadéw ciat sztywnych pota-
czonych poprzez przeguby Cardana-Hooke’a (Cardana) 1 drgania zacho-
wawcze bryly sztywnej podpartej sprezyscie w polu grawitacyjnym.

Rozdziat 10 zostat poswiecony analizie ruchéw stacjonarnych ciata
sztywnego i zbadaniu ich stabilno$ci. W szczegdlnosci rozpatrzono w
nim dynamike stacjonarng i niestacjonarng, a nast¢pnie po okresleniu
zbioréw niezmienniczych uktadéw zachowawczych zbadano ich stabil-
nosc¢.

Rozdziat 11 jest poswigcony geometrycznemu podejsciu do dynami-
ki uktadéw hamiltonowskich i zawiera podstawowe wiadomosci z zakre-
su geometrodynamiki. Na poczatku wyjasniono zwigzek pomig¢dzy geo-
metrig przestrzeni Riemanna a dynamikg. Nastepnie wyprowadzono pod-
stawowe réwnanie geometrodynamiki, tzw. rownanie Jacobi-Levi-Civita
(JLC), a potem przeanalizowano przestrzen konfiguracyjna wraz z me-
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tryka Jacobiego. Na koniec przedstawiono przyktad geometryzacji pro-
stego uktadu mechanicznego o dwdéch stopniach swobody.

Wyrazam glebokie podzickowanie dr. Krzysztofowi Januszkiewi-
czowi za bardzo rzetelne sprawdzenie tekstu tej ksigzki i wychwycenie
wielu uchybien 1 pomytek. Dzigkuje rowniez mgr. Markowi Kazmier-
czakowi za pomoc przy sktadaniu tekstu i wiele uwag krytycznych pro-
wadzacych w efekcie do poprawy przekazu tresci tej ksigzki.

Autor
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Rozdzial 1

DYNAMIKA PUNKTU, UKLADU MATERIALNEGO
I RUCH KULISTY CIALA SZTYWNEGO

1.1. DYNAMIKA PUNKTU
1.1.1. Drugie prawo Newtona

Powr6¢my do rozdziatu 1. ksigzki [1], gdzie podane byty prawa Newto-
na. Drugie z nich formutuje zwiazek pomigdzy przyspieszeniem ruchu punktu
materialnego a silg dzialajacg na ten punkt. Okazuje si¢ jednak, ze tylko
w niektérych przypadkach sita F dziatajaca na punkt materialny jest sitg nie-
zalezng od parametréw kinematycznych ruchu tego punktu.

W og6lnym przypadku drugie prawo Newtona przyjmuje postac

d’r
mﬁzF(r,v,t), (1.1)
co podkresla, ze sita zalezy zaréwno od potozenia punktu materialnego
zdefiniowanego przez promien wektor, jak rowniez od predkosci ruchu
tego punktu (a czasem nawet od przyspieszenia [2], czego jednak nie
bedziemy rozwazac w tej ksigzce) i od czasu. Rownanie (1.1) jest réwna-
niem rézniczkowym drugiego rzedu nieliniowym.

Narys. 1.1a przedstawiono ruch swobodny punktu materialnego oraz
wektory sity i przyspieszenia. Z kolei na rys. 1.1b przedstawiono rozktad
przyspieszenia 1 sit dziatajacych na punkt materialny we wspéirzednych
naturalnych.
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a) X4

Rys. 1.1. Ruch punktu materialnego we wspéirzednych prostokatnych (a)
i we wspotrzednych naturalnych (b)

Obierajac wspotrzedne kartezjanskie i rzutujgc wektory wystepujace
w réwnaniu (1.1) na osie uktadu, otrzymujemy

mx, = F (X, X,,X;, X, X5, X;,1),

mx, = F,(x,,x,,X;, X, X,, X;,1), (1.2)

mx, = F,(x,,X,, X3, X, X,, X;,1).

Zgodnie z wczesniejszymi rozwazaniami 1 na podstawie rys. 1.1b
przyspieszenie i site we wspoétrzednych naturalnych mozemy roztozy¢ na
sktadowe normalna i styczna, czyli

F=Ft+Fn,
(1.3)
p=pt+pn,
i zgodnie z drugim prawem Newtona mamy
m% =F,
t
)2 (1.4)
m—=F,.
P
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1.1. Dynamika punktu

Rozpatrzmy dynamike punktu materialnego poruszajacego si¢ po za-
danej nieruchomej krzywej ptaskiej (rys. 1.2).

Ezu

O E X,
Rys. 1.2. Ruch punktu materialnego w ptaszczyznie OX, X,

po zadanej krzywej ptaskiej

W tym przypadku ruch punktu nie jest swobodny, mozna go zilu-
strowa¢ poprzez ruch kulki (bez oporéw ruchu) wzdluz wygietej rurki.
Niech krzywa, po ktdrej porusza si¢ punkt materialny, bedzie opisana
réownaniem f(x,,x,)=0 w ukladzie wspétrzednych OX,X,. Réwnanie

ruchu w postaci wektorowej ma postac
mp=F+N. (1.5)
Po zrzutowaniu wektoréw na osie wspétrzednych otrzymujemy

m¥, = F, + N cos(N,E,),

y (1.6)
mX, = F_+Ncos(N,E,).

Sita N posiada kierunek normalnej do zadanej krzywej i kosinusy
kierunkowe sg okreslone poprzez wzory znane z geometrii rézniczkowe;j:

B lai . aiz aiz
COS(N’F,')—f* axl.’ f _\/(axj +(8xj . (1.7)
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Roéwnania (1.6) po uwzglednieniu (1.7) przyjma postac

mi, = F, a2 i, (1.8)

ox,
gdzie =N/ f". W réwnaniach tych niewiadomymi sa A, X,, ¥, (trze-
cim réwnaniem jest rOwnanie wiezéw f(x,,x,)=0). Po rozwigzaniu
tego uktadu réwnan algebraicznych-rézniczkowych mozemy wyznaczy¢
trzy poszukiwane wielko$ci, a nastepnie site normalng N = Af".

Wektory w réwnaniu (1.5) mozemy réwniez rzutowac na osie uktadu
naturalnego (7,n), przy czym zwrot T jest zgodny ze zwrotem porusza-

jacej si¢ kulki, poczynajac od jej potozenia poczatkowego A,. Otrzymu-
jemy

mpcos(p,7) = F,,

(1.9)
mpcos(p,n)=F +N,
gdzie F, i F, sa rzutami sity F na kierunek styczny i normalny.
Poniewaz
2
5 (1.10)
v
pcos(p,n) =—,
P
to po uwzglednieniu (1.10) w (1.9) otrzymujemy
2
)2 (1.11)
m—=F +N.
P

Powyzsze rownania noszg nazw¢ rownan Eulera ruchu nieswobod-
nego punktu materialnego.
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1.1. Dynamika punktu

Catkujac pierwsze z rownan (1.11) przy zalozeniu, ze F, =const,
mamy

F 2
m?ZFtt-i'Cz, ms(t) = lzt +Cr+C. (1.12)
t

Niech v(0)=v,, s(0)=0, to C, =0, C,=my, 1 wobec tego
F,
v(t)=—"Lt+v,. Z drugiego réwnania (1.11) wyznaczamy N =N(¢).
m

Z podanego przykladu zastosowania wspotrzednych naturalnych widac,
ze poprzez odpowiedni wybdr wspétrzednych mozemy rozwigzywanie
zagadnienia znacznie upro$ci¢ lub skomplikowa¢, ze wzgledu na opisu-
jacy je model matematyczny.

Mozna dokona¢ nast¢pujacej klasyfikacji sit:

(1) F = const. Jako przyktad takiej sity moze stuzy¢ sita cigzkosci
czy sita tarcia. Zauwazmy, ze obie sily sg state ,,w przyblizeniu”.
W pierwszym przypadku ruch powinien odbywac si¢ w poblizu
Ziemi, a w drugim tarcie moze zaleze¢ od wielu parametrow i w
wielu przypadkach nie moze by¢ traktowane jako state ([3], [4]).

(1) F = F(t). Sila zalezy od czasu, przy czym zalezno$¢ ta ma r6zng
postaé. W przypadku drgan uktadéw dyskretnych najczesciej
zalezno$¢ ta jest funkcjg harmoniczng, okresowag lub quasi-
okresowg [4], a w przypadku drgan uktadéw ciagtych, takich
jak belki, ptyty czy powtoki, zalezno$¢ sity od czasu jest czesto
przyjmowana w postaci wymuszen skokowych, prostokatnych,
trojkatnych lub impulsowych [3]. Innym przyktadem moze byc¢
sifa przyciggania w polu magnetycznym, bowiem zalezy ona od
nat¢zenia pola, ktére moze ulega¢ zmianie w czasie.

(iii)) F = F(r). Zalezno$¢ sity od potozenia w przypadku przyciaga-

nia punktéw materialnych o masach m; i m; mozna wyrazi¢

mm,
2

relacja F =G , gdzie: r jest odlegtoscia migdzy tymi

r
punktami, a G jest stalg. Z podobnym przypadkiem mamy do
czynienia wtedy, gdy do punktu materialnego dotaczymy spre-
zyn¢ (o masie pomijalnej), ktérej sztywnos¢ — czyli zaleznos$¢
sity od przemieszczenia, bedzie funkcjg nieliniow3.
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(iv) F = F(v). Z tym przypadkiem mamy do czynienia, gdy punkt
materialny porusza si¢ w osrodku ciektym lub gazowym. Za-
lezno$¢ ta najczesciej opisuje thumienie 1 jest albo liniowa (ttu-
mienie wiskotyczne), albo nieliniowa i proporcjonalna do v*, ale
moze mie¢ rowniez wartos¢ liniowa ujemng 1 wtedy prowadzi
do samowzbudzenia ruchu punktu [4].

Nalezy zauwazyC, ze w rzeczywistych uktadach mechanicznych
mozliwe jest wystepowanie kombinacji wyzej wymienionych sit.

Oprécz wspoétrzednych prostokatnych do opisu dynamiki punktu mate-
rialnego mogg by¢ uzyte wspdtrzedne krzywoliniowe. Zgodnie z wczesniej-
szymi rozwazaniami (patrz [1] — rozdz. 4.6) rOwnania ruchu przyjmujg postac:

(1) we wspotrzednych walcowych
m(i"—r@z)z F_,
m(r&+2i0)=F,, (1.13)
mZ=F_,
gdzie F=Fe +Fe,+FE;;
(i) we wspétrzednych kulistych
m(R—R¢* —RO’sin’ ¢ ) = F,,
m(R¢ +2Rp— RO’ sinpcos ¢ ) = F,, (1.14)
m(R@ sin ¢+ 2ROsin ¢+ 2RO P cos ¢) =Fy,

gdzie F=Fe, + Fe,+ Foey;
(iii)) we wspoétrzednych biegunowych na ptaszczyznie
m(f—r@z)zFr ,

.. ) (1.15)
m(r®+2if®)= Fy,

przy czym powyzsze rownanie otrzymano z réwnania (1.13) po
przyjeciu z = const.
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