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PRZEDMOWA 
 
 

Podręcznik ten został napisany w końcu 2003 roku. Mechanika Płynów, 
która jest jego treścią zmieniła się radykalnie w ciągu ostatniego dziesięcio-
lecia. Nie zmieniły się oczywiście jej zasady i podstawowe równania, ale 
nieomal rewolucyjnie zmieniły się możliwości ich rozwiązywania. Stało się 
to za sprawą ogromnego postępu w technice obliczeń komputerowych. Bu-
dzi to zrozumiały entuzjazm wśród zwolenników komputerowych symulacji 
ruchu cieczy i gazów, którzy korzystają z dość szeroko dostępnych progra-
mów pozwalających na symulację złożonych trójwymiarowych, turbulent-
nych przepływów. 

Współczesny podręcznik nie może się zatem ograniczyć do wykładu 
podstaw mechaniki płynów, jej zasad i równań włączając w to nawet mode-
le turbulencji na różnych poziomach złożoności (rozdziały 1 ÷ 11). Pod-
ręcznik ten musi podać podstawy metod numerycznych rozwiązywania 
równań mechaniki płynów i ich komputerowych realizacji (rozdziały 12 ÷ 
15). Rozdziały poświęcone temu tematowi są konieczne nie tylko ze wzglę-
du na wyłożenie podstaw metod obliczeń komputerowych, ale w niemniej 
ważnym stopniu ze względu na wykazanie ich ograniczeń i niedokładności. 
Wyjaśnienie tych ostatnich jest niezwykle ważne dlatego, aby użytkownicy 
programów komputerowych nie podchodzili bezkrytycznie do otrzymanych 
rezultatów. Edukacja związana ze skomplikowaną techniką obliczeń nume-
rycznych oraz ich niedoskonałością jest równie ważna jak zachęcenie do ich 
szerokiego stosowania. 

Prezentowany podręcznik umożliwia kształcenie na wielu poziomach, 
począwszy od prostych tzw. hydraulicznych ujęć zagadnień mechaniki pły-
nów. Ten model wymaga wybrania prostych wariantów równań dla prze-
pływów nielepkich i ich jednowymiarowych reprezentacji. Następnie należy 
skorzystać z podanych półempirycznych współczynników strat ciśnienia 



 

 11 

aby uwzględnić zjawiska zachodzące w jednowymiarowych przepływach 
płynów rzeczywistych (lepkich). 

Statyka cieczy (rozdział 2) została umieszczona w podręczniku z myślą 
o tym, że jest to wprawdzie elementarne wprowadzenie do mechaniki pły-
nów, ale niezbędne w podstawowym wykształceniu inżyniera. 

Treść rozdziałów 3, 4, 5, 7, 9 wykracza nieco ponad podstawowy po-
ziom nauczania studentów i w tym zakresie podręcznik może być pomocny 
dla wykładów na studiach doktoranckich i dla kształcenia młodych nauczy-
cieli akademickich. Rozdziały 6, 8, 10 i 11 nie wykraczają poza programy 
politechniczne na studiach magisterskich. 

Pośrednie poziomy, pomiędzy elementarnymi, a najwyższymi mogą 
być bez trudu wybrane przez prowadzącego przedmiot w zależności od re-
alizowanego programu. 

Na kilku kierunkach studiów, między innymi na Energetyce są obecnie 
wprowadzone przedmioty dotyczące metod komputerowych symulacji 
przepływów cieczy i gazów. Materiał do nauczania w tym zakresie znajduje 
się w rozdziałach od 12-go do 15-go. Rozdziały te zostały również napisane 
z myślą o dokształcaniu użytkowników programów komputerowych (obec-
nie najpopularniejsze to CFX-5 i FLUENT). Wiedza przedstawiona w tych 
rozdziałach pozwoli im na świadome korzystanie z programów  
i krytyczną ocenę otrzymywanych wyników, ale również wprowadzenie do 
nich własnych podprogramów, bo takie możliwości są w nich przewidziane. 

Podręcznik nie zawiera przykładów obliczeniowych, opisu przyrządów 
pomiarowych i metod eksperymentalnych. Zadania te są spełniane przez 
zbiór ćwiczeń audytoryjnych [19] oraz wprowadzenia i instrukcje ćwiczeń 
laboratoryjnych [11]. 

Dziękuję za merytoryczne i formalne poprawki dokonane przez dr  
Marka Rabiegę, mgr inż. Krzysztofa Sobczaka oraz za wielokrotne przepi-
sywanie całości materiału przez Mariolę Pustkowską. 
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WYKAZ WAŻNIEJSZYCH OZNACZEŃ 
 
A − pole powierzchni 

J
iA  − macierz składowych trzech wektorów bazy podstawowej iB

r
 

i
JA  − macierz składowych trzech wektorów bazy wzajemnej jB

r
 

1n+A , nA  − amplitudy oscylacji w następnym i poprzednim kroku czaso-
wym 

a − prędkość dźwięku, przyspieszenie 
∗a  − krytyczna prędkość gazu 

iB
r

, jB
r

 − wektory bazy podstawowej i wzajemnej krzywoliniowych ukła-
dów współrzędnych dla 3,2,1, =ji  

w...e,C , w...e,D , W...E,A  − współczynniki konwekcji, dyfuzji i sumaryczne  
w metodzie elementarnych objętości kontrolnych 

pc , vc  − ciepła właściwe przy stałym ciśnieniu i objętości 

xc , yc  − współczynnik oporu i współczynnik siły nośnej 

Ds − funkcja dyssypacji 
det  − moduł tensora  

td
d  − symbol pochodnej substancjalnej 

Eu − liczba Eulera 
F
r

 − siła 
yF  − siła nośna 

xF  − siła oporu 

mF
r

 − jednostkowa siła masowa 
Fr − liczba Frouda 

tf  − współczynniki tarcia (oporu) przepływu w rurociągu kołowym 
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G − ciężar 
g − przyspieszenie ziemskie 

ijg , ijg  − składowe tensorów metrycznych wzajemnego i podstawowego 

ih  − współczynniki Lamego (podające długości wektorów bazowych 
w układach ortogonalnych) 

I − tensor jednostkowy 
i
r

, j
r

, k
r
− wektory jednostkowe (wersory) układu kartezjańskiego 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

ki
j

 − christoflany 

i − entalpia 
ci  − entalpia całkowita 

ℑ − Jakobian transformacji układów współrzędnych ix  oraz Jx  
(krzywoliniowego i kartezjańskiego) 

2
vv ii ′′

==
2

2qk  − energia kinetyczna pulsacji turbulentnych 

Ma − liczba Macha 
m&  − strumień masy 
∗m&  − krytyczny strumień masy 

Nu − liczba Nusselta 
nr  − normalny zewnętrzny wektor jednostkowy 
Pr − liczba Prandtla 

TPr  − turbulentna liczba Prandtla 
p − ciśnienie lub jeśli z indeksami składowe naprężenia powierzch-

niowego 
ap  − ciśnienie otoczenia (atmosferyczne) 

npr  − naprężenie powierzchniowe 
Q&  − strumień ciepła 
q&  − gęstość strumienia ciepła 
R
r

 − reakcja poruszającego się płynu na ściankę 
Re − liczba Reynoldsa 

∆Re  − siatkowa liczba Reynoldsa 
r, ϕ − płaski biegunowy układ współrzędnych 
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r, θ, z − trójwymiarowy, cylindryczny układ współrzędnych 
vrot r  − moduł wektora rotacji 

S − symetryczna część tensora prędkości względnej – tensor prędko-
ści deformacji 

s − entropia 
ijS  − składowe tensora prędkości deformacji S 

St − liczba Strouhala 
T − tensor prędkości względnej 
T − temperatura bezwzględna 
t − czas 

iU , iu  − oznaczenie wartości funkcji niewiadomej w dyskretnym punkcie 
i 

u − energia wewnętrzna, składowa prędkości 
cu  − energia wewnętrzna całkowita 

iu  − fizyczne składowe wektora prędkości 
V − objętość 
V&  − strumień objętości 

fV  − prędkość czoła fali uderzeniowej 
v − prędkość 
∗v  − prędkość dynamiczna (skala prędkości dla wewnętrznej części 

warstwy turbulentnej) 
pv  − prędkość na zewnątrz warstwy przyściennej (przepływu poten-

cjalnego) 
Tv  − skala prędkości dla warstwy przyściennej 
iv , jv  − matematyczne kontrawariantne i kowariantne składowe wektora 

prędkości 
X, Y, Z − składowe siły masowej 
x, y, z − współrzędne kartezjańskie 
z − liczba zespolona )( yix +  

pα  − współczynnik podrelaksacji dla korekt ciśnienia 

Γ − cyrkulacja prędkości 
∇
r

 − symbol operatora gradientu 
x∆ , y∆ , z∆ , t∆  − kroki dyskretnego podziału przestrzeni i czasu 
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stp∆  − spadki ciśnienia na skutek oporów tarcia na prostych odcinkach 
rury (straty liniowe) 

slp∆  − spadki ciśnienia wywołane lokalnymi geometrycznymi utrud-
nieniami przepływu (straty miejscowe, lokalne) 

δ − grubość warstwy przyściennej 
∗δ  − liniowa miara zmniejszenia strumienia masy (objętości) 
∗∗δ  − liniowa miara zmniejszenia strumienia pędu 

ijδ  − składowe tensora jednostkowego (delta Kroneckera) 

ε − składniki przekątniowe tensora prędkości deformacji, dyssypa-
cja energii turbulentnej 

Θ − składniki pozaprzekątniowe tensora prędkości deformacji ele-
mentu płynu 

κ − wykładnik izentropy 
λ − przewodność cieplna, współczynnik prędkości, liczba Lavala 
µ − lepkość dynamiczna płynu 

Tµ  − lepkość turbulentna 

ADµ  − antydyfuzyjny korektor numeryczny 
ν − lepkość kinematyczna 

Dν  − sztuczna dyfuzja numeryczna 
Π  − tensor naprężeń powierzchniowych 

TΠ  − tensor naprężeń turbulentnych 
ρ − gęstość 
τ − naprężenia styczne (z indeksami) 

0τ  − naprężenie na ściance 
LJτ  − tensor naprężeń w układzie kartezjańskim 
f
ijτ  − fizyczne składowe tensora naprężeń 
ijτ  − kontrawariantny tensor naprężeń 

Φ − potencjał prędkości 
Ψ − funkcja prądu 
Ω − antysymetryczna część tensora T  − tensor prędkości obrotów 

elementu płynu 
ijΩ  − składowe tensora Ω 

ω − prędkość kątowa 
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1. WIADOMOŚCI WSTĘPNE 
 
 
 

1.1. Przedmiot, podział i podstawowe zagadnienia mechaniki 
płynów 
 

Płyny są to substancje mające wspólną cechę polegającą na zdolności 
do zmiany swych kształtów pod działaniem dowolnie małych sił zewnętrz-
nych, jeśli działają one dostatecznie długo. Płyny różnią się, zatem od ciał 
stałych tym, że nie posiadają tzw. sztywności postaciowej. Wynika to 
oczywiście ze struktury cząsteczkowej i małych wewnętrznych sił spójności 
w porównaniu z ciałami stałymi. 

Płyny dzielimy na ciecze i gazy. 
Ciecze to te płyny, które zmieniają nieznacznie swoją objętość pod 

działaniem sił zewnętrznych (nawet bardzo dużych). Inaczej mówimy, że 
ciecze są nieściśliwe. Ciecze wypełniają część zbiorników, równą objętości 
wprowadzonej cieczy, tworzą powierzchnie swobodne, oraz krople w wyni-
ku działania napięcia powierzchniowego. 

Gazy są to te płyny, które charakteryzują się dużą ściśliwością, tzn. 
zmieniają łatwo swą objętość pod działaniem zewnętrznych sił. Wypełniają 
całe objętości naczyń, w których się znajdują. Procesy sprężania i rozpręża-
nia gazów podlegają znanym przemianom termodynamicznym. 

Przedmiotem mechaniki płynów jest badanie zjawisk występujących 
podczas ruchu i spoczynku płynów wraz z oddziaływaniem płynów na 
ścianki ciał stałych zanurzonych w płynie. Jednocześnie zadaniem mechani-
ki płynów jako dyscypliny podstawowej jest poznanie praw rządzących ru-
chem płynów. Dotyczy to szczególnie przepływów turbulentnych, które od 
dziesiątków lat stanowią w dalszym ciągu nierozwiązany ogólnie, trudny 
problem tej dyscypliny nauki i techniki. 
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Ogólnie mechanikę płynów można podzielić na: 
1. Doświadczalną 
2. Teoretyczną 
3. Komputerową (numeryczną) 

Na uwagę zasługuje dział trzeci, który pojawił się i nabrał ogromnego 
znaczenia wraz z rozwojem techniki komputerowej. Rywalizuje on skutecz-
nie, co do znaczenia z częścią doświadczalną. Nazywana jest ta część przez 
wielu polskich autorów Numeryczną Mechaniką Płynów. Numeryczna tzn. 
z angielskiego liczbowa, cyfrowa (numerical). Nazwa ta jednak nie wskazu-
je bezpośrednio na urządzenie, które służy do realizacji zadań numerycznej 
mechaniki płynów, a jest nim komputer! Moc obliczeniowa komputera, 
liczba procesorów, pojemność pamięci, system operacyjny i oprogramowa-
nie mają wpływ na możliwości realizacji wybranego algorytmu numerycz-
nego rozwiązania równań. Szereg operacji pomocniczych, głównie graficz-
nych, takich jak np. generacje dyskretnych siatek, graficzna analiza wyni-
ków obliczeń mimo, że nie należą do algorytmu rozwiązania równań, mają 
kluczowe znaczenie dla realizacji rozwiązywanego zagadnienia. Dlatego  
w tej książce używane jest określenie komputerowe metody symulacji prze-
pływów, a nie numeryczne metody mechaniki płynów. 

Tradycyjnie Mechanikę Płynów jako dział Mechaniki dzielimy także na: 
a) statykę, 
b) kinematykę, 
c) dynamikę. 

Podział ten będzie miał zastosowanie w tej książce. 
W treści fizycznej wielkości skalarnych, wektorowych i tensorowych, 

które będą używane w tej książce szczególne znaczenie ma niezmienniczość 
tych wielkości względem układów współrzędnych. Wyraża to zasadę, że 
prawa przyrody, do formułowania których te wielkości służą, mają obiek-
tywny charakter. Oznacza to ich niezależność od wyboru subiektywnych 
układów odniesienia, ale także układów jednostek. Zasady mechaniki 
(ogólniej fizyki) muszą zawierać tę samą obiektywną treść w różnych ukła-
dach odniesienia. W ramach tej książki zajmiemy się zasadami mechaniki 
klasycznej – nierelatywistycznej. Prawa jej są niezmiennicze w dowolnych 
nieruchomych lub poruszających się względem siebie ze stałą prędkością 
układach odniesienia. Określane jest to jako niezmienniczość względem 
transformacji Galileusza. 
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1.1.1. Ośrodek ciągły, element płynu 
 

Podobnie jak w licznych działach fizyki, w zakresie mechaniki płynów 
wykorzystuje się model ośrodka ciągłego. Oznacza to, że płyn wypełnia 
przestrzeń w sposób ciągły bez pustych obszarów typowych dla struktury 
molekularnej i związanych z tym zjawisk mikroskopowych takich jak np. 
chaotyczny ruch cieplny cząsteczek. Sformułowane zostaną prawa makro-
mechaniki w odniesieniu do tzw. elementu płynu. Element płynu (oznacza-
ny dV) jest to bardzo mała ilość płynu, której wymiary liniowe są dużo 
mniejsze od wymiarów opływanych ciał lub kanałów, a jednocześnie o wy-
miarach dużo większych od średniej drogi swobodnej molekuł lub ich tem-
peraturowej amplitudy drgań, czyli zawierająca ogromną liczbę molekuł. 
Jest to zazwyczaj łatwe do spełnienia, gdyż np. element o objętości 1 µm3 
powietrza zawiera w normalnych warunkach (ok. 290 K, 1000 hPa) ogrom-
ną liczbę molekuł około 7107,2 ⋅ . Masa elementu płynu jest równa NM ⋅ , 
gdzie: N – średnia liczba cząsteczek w objętości dV, a M – masa cząsteczki. 
Gęstość płynu definiujemy jako 

dV
NM ⋅

=ρ     (1.1) 

Ograniczeniem w przypadku gazów jest rozrzedzenie gazu, np. powie-
trza atmosferycznego na znacznych wysokościach nad ziemią. Ujmuje to 
tzw. liczba Knudsena  

  
l
lKn
′

=     (1.2) 

gdzie: l′ − średnia droga swobodna molekuł gazu, 
 l − liniowy wymiar kanału lub opływanego ciała. 

Przyjęto, że stosowanie modelu ośrodka ciągłego jest dopuszczalne, 
gdy 01,0<Kn . 

 
 

1.1.2. Podstawowe zagadnienia mechaniki płynów 
 
Model ośrodka ciągłego pozwala na określenie makroskopowych wła-

sności płynu jako funkcji przestrzeni oraz czasu i potraktowanie ich jako 
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pól, co stwarza możliwości zastosowania ogólnych twierdzeń teorii pola  
w mechanice płynów. 

Prawa rządzące zachowaniem się płynów zostaną sformułowane  
w oparciu o podstawowe zasady fizyki tj.: zasadę zachowania masy, zasadę 
zachowania pędu i krętu oraz zasadę zachowania energii. Prawa te zostaną 
wyrażone w postaci układu różniczkowych równań cząstkowych lub całko-
wych. Zadanie sprowadzi się, zatem do rozwiązania układu tych równań  
z odpowiednimi warunkami początkowymi i brzegowymi. Jest to tzw. pod-
stawowe zagadnienie mechaniki płynów. Rozwiązanie tego problemu po-
zwala na określenie ruchu płynu w rozpatrywanej przestrzeni i w konse-
kwencji obliczenia sił nośnych, sił oporów, strat energii mechanicznej itp. 
Rozwiązania te są trudne, ponieważ wspomniany układ równań jest nieli-
niowy, a najczęstszą postacią ruchu płynów jest skomplikowany, niesta-
teczny przepływ zwany przepływem turbulentnym. Nie istnieje do chwili 
obecnej ogólne rozwiązanie turbulencji i przy rozwiązywaniu podstawowe-
go zagadnienia korzystać trzeba z modeli wspomaganych danymi ekspery-
mentalnymi. Modele te nie są ogólne. Różnią się zestawami współczynni-
ków eksperymentalnych w zależności od szczególnego przypadku rozważa-
nego przepływu.  

Rozwiązywanie zagadnienia podstawowego jest obecnie możliwe dzię-
ki metodom komputerowym. Komputerowa Dynamika Płynów (CFD) staje 
się wobec tego równie ważnym jak doświadczalna, działem Mechaniki Pły-
nów. Programy komputerowe zbudowane dzięki metodom Komputerowej 
Dynamiki Płynów są coraz szerzej stosowanymi narzędziami badań pod-
stawowych, a także są wykorzystywane przy projektowaniu maszyn w róż-
nych dziedzinach techniki. Dlatego ostatnie cztery rozdziały tej książki są 
poświęcone metodom komputerowej symulacji przepływów cieczy i gazów. 

 
 
 

1.2. Siły działające w płynach 
 
Siły działające w płynach dzielimy na: 

1. Siły masowe 
2. Siły powierzchniowe. 
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ad. 1. Jednostkowa siła masowa mF
r

 działająca na masę elementu pły-
nu ma wymiar [ ]≡kgN [m/s2], czyli wymiar przyspieszenia. Siła masowa  
w [N] wynosi  

dVF ρ⋅m
r

    (1.3) 

gdzie: ρ dV − masa elementu dV. 
Przykładami takich sił są: siła grawitacyjna i siła bezwładności. 
ad. 2. Jednostkowa siła powierzchniowa npr  ma wymiar naprężenia,  

a jej definicja jest zgodna z powszechnie znaną w mechanice definicją na-
prężenia. Problemy związane z tym rodzajem sił wymagają szczegółowego 
omówienia. Zastosowany będzie kartezjański układ współrzędnych x, y, z. 

 
 

1.2.1. Siły powierzchniowe, tensor naprężeń 
 
Aby opisać stan naprężeń powierzchniowych w płynie rozpatrzymy je-

go element dV w formie czworościanu ABC0, pokazanego na rys. 1.1.  

z

y
B

0

n

k

C

-py

-pz

i j
dA

A
x

-px

pn

 
Rys. 1.1. Wypadkowa naprężeń powierzchniowych npr  i jej składowe 

Naprężenie npr  zależy nie tylko od położenia elementu w układzie 
współrzędnych, ale również od przestrzennej orientacji wycinka powierzch-
ni dA, na której działa, określonego zewnętrznym jednostkowym wektorem 
nr  (rys. 1.1), stąd oznaczenie npr . Trójkątny element powierzchni dA jest 
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dowolnie usytuowany w układzie kartezjańskim x, y, z o wersorach i
r

, j
r

, 
k
r

. Wektory sił powierzchniowych: xpr− , ypr− , zpr−  − zgodnie z rys. 1.1 − 
działają na elementy powierzchni xdA , ydA  i zdA , które są rzutami po-
wierzchni dA wg wzorów: 

xx ndAdA = ,      yy ndAdA = ,      zz ndAdA =   (1.4) 

xn , yn  i zn  są składowymi nr  określonego wzorem  

zyx nknjnin
rrrr

++= .    (1.5) 

Wektory: xpr− , ypr− , zpr−  są opatrzone znakami „−”, gdyż działają na te 

strony powierzchni: xdA , ydA , zdA , które są wyróżnione przez i
r

− , j
r

−  

oraz k
r

− , natomiast npr  działa na tę stronę powierzchni dA, która jest wy-
różniona przez wektor nr .  

Wektory: xpr− , ypr− , zpr−  nie są prostopadłe odpowiednio do xdA , 

ydA  i zdA . 

Gdy założymy, że charakterystyczny wymiar liniowy dl elementu dV 
dąży do zera to, siły masowe i przyrosty sił powierzchniowych (np. 

x
x dAdx

x
p

⋅
∂

∂
r

, patrz wzór (1.15)) są proporcjonalne do ( )3dl , natomiast siły 

powierzchniowe do ( )2dl  i stąd możemy napisać warunek równowagi sił 

powierzchniowych pomijając człony rzędu ( )3dlO  

0zzyyxxn =−−− dApdApdApdAp rrrr .  (1.6) 

Wykorzystując (1.4) można z (1.6) wyliczyć, że 

         zzyyxxn npnpnpp rrrr
++= .   (1.7) 

Wektory xpr , ypr  i zpr , które są skierowane przeciwnie w stosunku do 
wektorów xpr− , ypr− , zpr−  z rys. 1.1, rozkładamy na składowe skalarne 
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oznaczając, składowe normalne przez p, a styczne przez τ z podwójnymi 
indeksami wg wzorów: 

xzxyxxx ττ kjpip
rrrr

++= , 

yzyyyxy ττ kpjip
rrrr

++= ,          (1.8) 

zzzyzxz pkjip
rrrr

++= ττ . 

Na podstawie równań (1.7) oraz (1.8) można obliczyć składowe skalar-
ne wektora npr : 

zxzyxyxxxnx ττ nnpnp ++= , 

zyzyyyxyxny ττ npnnp ++= ,          (1.9) 

zzzyzyxzxnz pnnnp ++= ττ . 

Wektor npr  można, zatem wyrazić jako wynik działania wektora nr  na 
zbiór opisany macierzą: 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=∏
zzyzxz

zyyyxy

zxyxxxdf

p
p

p

ττ
ττ
ττ

.   (1.10) 

Można udowodnić [30], że zbiór (1.10) spełnia warunki transformacji 
wymagane od tensora 2-go rzędu i nazywamy go tensorem naprężeń po-
wierzchniowych, a zatem 

Πnp rr
=n .    (1.11) 

Gdy zastosujemy do elementu dV (ABCO, rys. 1.1) zasadę zachowania 
krętu jak w [25], to można udowodnić, że Π jest tensorem symetrycznym, 
czyli: 

    zxxz ττ = ,      xyyx ττ = ,      zyyz ττ = .  (1.12) 
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Tensor Π jest, więc określony sześcioma, a nie dziewięcioma składo-
wymi skalarnymi: trzema naprężeniami normalnymi i trzema stycznymi. 
Zamiana wskaźników ijτ  na jiτ  jest wobec powyższego dozwolona. 

Wyjaśnimy następnie jak wśród składowych skalarnych tensora Π 
umiejscowione jest powszechnie znane naprężenie ściskające zwane ciśnie-
niem p. 

Załóżmy, że nie istnieją naprężenia styczne, a tylko normalne xxp , 

yyp , zzp . Na element dA natomiast działa siła pnp rr
−=n , gdzie p jest na-

zywane ciśnieniem. „−” oznacza, że siła zewnętrzna npr  jest skierowana 
przeciwnie do wektora nr . Stan taki istnieje przy braku ruchu płynu, tzn.  
w statyce płynów, a także zakłada się taki stan w czasie ruchu tzw. płynów 
nielepkich. 

Równanie (1.7) przyjmuje wtedy postać: 

    zzzyyyxxx npknpjnpipn
rrrr

++=− .  (1.13) 

Biorąc pod uwagę (1.5) oraz podany powyżej rozkład wektora nr  na 
składowe dochodzimy do wniosku, że z porównania składowych dla każde-
go z wersorów wynika: 

   pppp −=== zzyyxx .   (1.14) 

Widzimy, więc że ciśnienie nie zależy od kierunku nr  i działa jako jed-
nakowe naprężenie ściskające, na każdą ze ścianek elementu na rys. 1.1. 
Prawo to zostało dawno temu wyrażone przez Pascala. Zgodnie z analizą 
tensorową [30], jednym z niezmienników tensora, tzn. wielkością nie ulega-
jącą zmianie przy dowolnej transformacji układu współrzędnych, jest suma 
wyrazów przekątniowych, a zatem niezmiennikiem tym jest 

   pppp 3zzyyxx −=++ .   (1.15) 

Nazywane jest to również w innych monografiach prawem Eulera  
o skalarnym charakterze ciśnienia [37]. 

Ciśnienie p nazywane statycznym można traktować jako bezwzględne 
lub operować różnicą ciśnień tzw. nadciśnieniem, tj. app − , (gdzie ap  jest 
bezwzględnym ciśnieniem atmosferycznym) lub podciśnieniem pp −a . 




