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PRZEDMOWA

Kto nie zna matematyki, nie moze
pozna¢ innych nauk Scistych

[ nie moze poznac Swiata

Roger Bacon

Wprowadzenie studiéw tréjstopniowych: inzynierskich badZz licen-
cjackich, magisterskich i doktoranckich w szkolnictwie wyzszym oraz
wdrozona reforma ksztalcenia na poziomie szkolnym to nie lada wyzwanie
dla calego srodowiska akademickiego matematykéw, fizykéw i inzynieréw.
Uczniowie i studenci ucza si¢ coraz mniej matematyki i fizyki, poglebia sie
luka migdzy szkolng a akademickg matematyka i fizykg, zmniejszy! sie, i to
bardzo, zakres materiatu, jaki majg do opanowania maturzysci. Dostrzegamy
powazny niedostatek u studentéw I roku niezbednej techniki rachunkowej,
wyrazny spadek umiejetnodci analitycznych. Sylwetka i przygotowanie
absolwentéw szkét ponadgimnazjalnych ulegly w ciggu ostatnich lat
radykalnej zmianie. Obecnie poziom matury, szczegblnie tej zdawanej
na poziomie podstawowym, nie gwarantuje, ze kandydat aplikujacy na
uczelni¢ techniczng posiada wiedz¢ i umiejgtnosci w zakresie matematyki
i fizyki na poziomie umozliwiajacym studiowanie.

Autorzy tego skryptu pragng zacheci¢é do siegniecia po niego
przede wszystkim studentéw I roku studiéw technicznych, jak réwniez
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maturzystéw, ktérzy zamierzajg podja¢ studia na uczelni technicznej.
Poruszamy w nim tematy, z ktérymi najczeSciej studenci sobie nie
radza. Sprawdzenie i uzupelnienie wiedzy bedzie duzym ulatwieniem
w zrozumieniu treSci wykiadéw z matematyki i fizyki na pierwszym
roku studiéw. Bardzo dobrym uzupelnieniem tego skryptu, jedli chodzi
0 cze$¢ praktyczng, jest “Zbiér zadan z matematyki i fizyki dla kandydatéw
na Politechnike £6dzka” — Wydawnictwo Politechniki Lodzkiej, 2005 r.,
redakcja A. Just.

Na uczelniach technicznych rozpoczyna studia milodziez o bardzo
szerokim spektrum przygotowania merytorycznego z matematyki i fizyki,
od bardzo dobrze do zdecydowanie stabo przygotowanych. Aby nie
ba¢ si¢ matematyki, przedmiotéw Scistych, a w przyszlosci nowoczesnej
technologii, zajrzyjcie koniecznie do tego skryptu, sprawdZzcie wszyscy, czy
wiecie to, co przyszly student uczelni technicznej wiedzie¢ powinien.



ROzDZIAL 1

Wiadomosci wstepne

Andrzej Pigtkowski

11 Logika

111 Zdania, tautologie

Logika jest naukg zajmujacg si¢ zdaniami. Z punktu widzenia logiki istotne
jest, czy dane zdanie jest prawdziwe, czy nie. Nie jest natomiast istotne
o czym to zdanie mowi.

Definicja 1.1. Zdaniem w sensie logiki nazywac bedziemy kazdg wypowiedz,
0 kidrej da sig powiedzie¢, czy jest prawdziwa, czy fatszywa (inaczej: ktorej da
si¢ przyporzgdkowad jedng z dwu wartosci logicznych: prawde lub falsz).

Z definicji tej wida¢ latwo, ze zdanie w sensie logiki musi by¢
zdaniem oznajmujagcym w sensie gramatycznym. Nie kazde jednak zdanie
oznajmujace w sensie gramatyki jest zdaniem w sensie logiki, np. ,a jest
liczba parzysta” jest gramatycznie zdaniem oznajmujagcym, ale o wy-
powiedzi tej nie da si¢ powiedzie¢, czy jest prawdziwa dopoki nie wiemy,
jaka liczba jest a.
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Zdania oznacza¢ bedziemy symbolami p, g, r itd. Niech p bedzie zdaniem.
Fakt, ze zdanie p jest prawdziwe bedziemy zapisywaé w postaci w (p) = 1
(czytamy: warto$¢ logiczna zdania p wynosi 1). Odpowiednio fakt, ze zdanie
p jest falszywe zapisujemy w postaci w (p) = 0 (czytamy: wartos¢ logiczna
zdania p wynosi 0).

Majgc dane pewne zdania, mozemy z nich za pomocg funktoréw
zdaniotwdrczych (spdjnikéw) tworzy¢ nowe zdania bardziej zlozone. Oto
definicje pewnych podstawowych funktoréw zdaniotwoérczych:

Definicja 1.2. Jezeli p jest danym zdaniem, to zdanie ,nieprawda, ze p” nazywamy
negacjg albo zaprzeczeniem zdania p. Negacje zdania p zapisujemy za pomocg
symbolu ~ p. Wartodci logiczne negacji opisuje nastepujgca tabela:

p | ~Pp
0 1
1 0

Niech p, ¢ bedag dwoma danymi zdaniami.

Definicja 1.3. Zdanie ,p lub q” nazywamy alternatywg albo sumg logiczng zdar
p, q. Alternatywe zdan p, q zapisujemy za pomocg symbolu pV q. Zdanie pV q jest
fatszywe tylko w tym przypadku, gdy oba skladniki tej alternatywy sg falszywe
Wartosci logiczne alternatywy opisuje nastgpujgca tabela:

P qg |pVg
0 0 0
0 1 1
1 0 1
1 1 1

Definicja 1.4. Zdanie ,p i ¢ nazywamy koniunkcjg albo iloczynem logicznym
zdan p,q. Koniunkcje zdan p,q zapisujemy za pomocg symbolu p A q. Zdanie
p A q jest prawdziwe tylko w tym przypadku, gdy oba czynniki tej koniunkcji sg
prawdziwe. Wartosci logiczne koniunkcji opisuje nastgpujgca tabela:

pig

e O Ol
— O~ Ol
—_ O O Ol>
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Definicja 1.5. Zdanie ,jezeli p, to q” nazywamy implikacjg albo wynikaniem.
Implikacje zapisujemy za pomocq symbolu p = q. Zdanie p nazywamy
poprzednikiem, za$ zdanie q nastgpnikiem implikacji p = q. Implikacja jest fatszywa
tylko w tym przypadku, gdy jej poprzednik jest prawdziwy, za$ nastepnik fatszywy.
Wartosci logiczne implikacji opisuje nastepujgca tabela:

p g ([pP=4
0 0 1
0 1 1
1 0 0
1 1 1

Zalbzmy, ze zdanie p = ¢ jest prawdziwe (np. jest twierdzeniem
matematycznym sformulowanym w postaci implikacji). Woéwczas p
nazywamy warunkiem wystarczajgcym albo warunkiem dostatecznym dla g, zas
q nazywamy warunkiem koniecznym dla p.

Definicja 1.6. Zdanie ,p wtedy i tylko wredy, gdy q” nazywamy réwnowaznoscig
zdati p, q. Rownowaznosé zapisujemy za pomocqg symbolu p <= q. Réwnowaznosé
p <= q jest prawdziwa w tych przypadkach, gdy oba zdania p i q majg tg samg
wartos¢ logiczng. Wartosci logiczne réwnowaznosci opisuje nastepujgca tabela:

p g |P—4q
0 0 1
0 1 0
1 0 0
1 1 1

Jezeli réwnowaznos¢ p <= ¢ jest zdaniem prawdziwym (np. jest
twierdzeniem matematycznym sformutowanym w postaci réwnowaznosci),
to méwimy, ze p jest warunkiem koniecznym i wystarczajgcym dla q i odwrotnie.

Najbardziej interesujacymi zdaniami zlozonymi sj takie, ktére sa
prawdziwe niezaleznie od warto$ci logicznych zdar sktadowych.

Definicja 1.7. Formulg, ktérej wartos¢ logiczna wynosi 1 niezaleznie od wartosci
logicznych zdari skladowych nazywamy prawem logicznym albo tautologig.

Oto najwazniejsze przyklady praw logicznych:
1. Prawa przemiennosci
(pVg) = (qVp).
(PAg) = (gAD).
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. Prawa fgcznosci
[(pvg)vr<=[pV(gvr)].

[(pAg) ATl <= [pA(gAT)].

. Prawa rozdzielnosci

[pA(gvr)] <= (prgV(pAr)].
Vv (gAr)] = Ilpvg) Alpvr).
. Prawo podwdjnego przeczenia

[~ (~p)] <= p.

. Prawo wyfgczonego srodka
p V(~p).

Prawo to mozna takze wyrazi¢ stownie: Z dwéch zdari p i ~ p co najmniej
jedno jest prawdziwe.

. Prawo sprzecznodci
~( A(~p)).

Prawo to mozna takze wyrazi¢ stowami: Z dwéch zdaii p i ~ p co najmniej
jedno jest fafszywe.

. Prawa de Morgana

(~ (V) = ((~p) A (~0q)).
(~(Ag) = ((~p)V(~q).
. Prawo eliminacji implikacji

p=q) = ((~p)Va).

. Prawc zaprzeczania implikacji

(~(p=1q)) = (pA(~q)).
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10. Prawo transpozycji
p=q) <= (~9) = (~p).

Zalézmy, ze dane jest twierdzenie matematyczne sformufowane
w postaci implikacji p => ¢. Nazwijmy to twierdzenie twierdzeniem
prostym. Wtedy zdanie ¢ = p nazywamy fwierdzeniem odwrotnym,
zdanie (~ p) => (~ ¢) nazywamy twierdzeniem przeciwnym, za$ zdanie
(~ q) => (~ p) — twierdzeniem transponowanym. Z prawa transpozycji
wynika, ze twierdzenia proste i transponowane sg réwnowazne oraz
ze twierdzenia odwrotne i przeciwne sg réwnowazne. Inne pary
twierdzert w tym ukladzie nie muszg by¢ rownowazne.

11. Prawo eliminacji réwnowaznosci

(pe=q) <= (=) N(g=>Dp)).

112 Formy zdaniowe, kwantyfikatory

Definicja 1.8. Niech X bgdzie ustalonym zbiorem. Formg (funkcjg) zdaniowg
zmiennej = o dziedzinie X nazywamy wyrazenie o (x) zawierajgce zmienng x,
ktére staje si¢ zdaniem, gdy w miejsce zmiennej x wstawimy dowolny element ze
zZhioru X.

Przykladami form zdaniowych sa réwnania i nier6wnosci:

20+1=7 (1.1)
r—3

>z ~4 1.
2z + 3 v (1.2

Vi—z2> 3. (1.3)

Formg zdaniowa jest takze wyrazenie:
Liczba x jest parzysta. (1.4)

Najczeéciej z samej postaci formy zdaniowej jesteSmy w stanie odczytac
jej dziedzing. Dziedzing formy zdaniowej (1.1) jest zbiér wszystkich
liczb rzeczywistych, dziedzing formy (1.2) — zbiér liczb rzeczywistych
z wyjatkiem liczby —2, dziedzing formy (1.3) — zbiér liczb z przedziatu
;{,—41; 1) i wreszcie dziedzing formy (1.4) — zbi6r liczb catkowitych.

~ W sposéb analogiczny definiujemy formy zdaniowe wigkszej ilosci
zmiennych.
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Definicja 1.9. Kwantyfikatorem ogdlnym nazywamy wyrazenie ,dla kazdego
", ktére postawione przed formg zdaniowq zmiennej x czyni z niej zdanie.
Kwantyfikator ogélny postawiony przed formg zdaniowg o (z) zapisujemy

symbolicznie
Ae (@)

i czytamy ,dla kazdego x spetniony jest warunek o (z)”.

Kwantyfikatorem szczeglowym nazywamy wyrazenie ,istnieje x takie, ze”,
ktére postawione przed formg zdaniowg zmiennej x czyni z niej zdanie.
Kwantyfikator szczegblowy postawiony przed formg zdaniowg o (x) zapisujemy

symbolicznie
Ve (=)

i czytamy ,istnieje takie x, ze spetniony jest warunek o (z)”.
Przyklad 1.10. Zdanie

/\($2+1>0)

jest zdaniem prawdziwym, gdyz forma zdaniowa 22 + 1 > 0 jest spelniona
dla wszystkich elementéw swojej dziedziny, czyli dla wszystkich liczb
rzeczywistych. Podobnie zdanie

\/(:c2+2a:—3=0)

jest zdaniem prawdziwym, gdyz na przyktad liczba —3 spelnia forme
zdaniowg z? + 2z — 3 = 0. Zdanie

z—1
/x\(ac-{—2<5>

jest zdaniem falszywym, gdyz na przyklad liczba —32, ktéra jest r6zna od
—2, wigc lezy w dziedzinie, nie spelnia formy zdaniowej i;—é < 5. Wreszcie

zdanie
V (s*+2+1<0)

T

jest zdaniem falszywym, gdyz nie ma takiej liczby z, ktéra spelnialaby forme
zdaniowg z2 + 2+ 1 < 0.

W' rachunku kwantyfikatoréw wprowadza sie takze pojecie prawa.
Prawem rachunku kwantyfikatoréw bedzie zdanie zawierajace kwantyfikatory,
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ktére jest prawdziwe niezaleznie od tego, jakie formy zdaniowe do tego
zdania wstawimy. Istotnymi dla nas prawami rachunku kwantyfikatoréw
bedg prawa de Morgana:

(g =y

[N (\I/so(fc))} A= {/\ (~ ¢ (2))

€T

1.2 Rachunek zbioréw

Zaktadamy, ze wiadomo, co to jest zbidr i co to jest element zbioru (s3 to

tak zwane pojecia pierwotne). Umawiamy sig, ze zbiory bedziemy oznacza¢

symbolami A, B, ..., X,Y, Z, za§ ich elementy — symbolami a,b,...,z,y, .
Fakt, ze a jest elementem zbioru A, zapisywaé bedziemy symbolicznie

a € A,
za$ fakt, ze a nie jest elementem zbioru A — symbolem
a¢ A

Zbiory zawierajgce skoficzong ilo§¢ elementéw nazywaé bedziemy
skoriczonymi. W szczeg6lnodci zbiér niezawierajacy zadnego elementu
nazywamy pustym i oznaczamy symbolem &. Zbiory zawierajgce
nieskorficzong ilo$¢ elementéw nazywamy nieskoriczonymi. Zbiér skonficzony
moze by¢ zadany przez wymienienie wszystkich elementéw tego zbioru,
np.
{1,2,3,4,5,6,7,8)}

jest zbiorem zlozonym z liczb naturalnych mniejszych od 9. Oczywiscie

'w ten sposéb nie da sie zada¢ zadnego zbioru nieskoriczonego. Mimo to
czasami stosowana jest ta nieprecyzyjna metoda do opisywania zbioréw

mieskoficzonych, np. piszac
[2,4,6,8,...1,

domyslamy sie, ze chodzi o zbiér wszystkich liczb naturalnych parzystych.
Aby méc precyzyjnie okreslaé zbiory (takze nieskoriczone), wprowadzamy
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nastepujacy zapis: niech ¢ (z) bedzie dowolng formg zdaniowa o dziedzinie
X. Symbol

{z:9(2)}
oznacza zbidr zlozony z tych elementéw dziedziny X, ktore spelniajg forme
zdaniowg ¢ (z), tzn. z tych elementéw, ktére podstawione do formy ¢ ()
czynig z niej zdanie prawdziwe. Symbol ten czytamy: ,zbiér tych z, dla
ktérych spelniony jest warunek ¢ (z)”.

Przykltad 1.11. a) {z: 2%+ 22 — 3 =0} = {-3,1}.
b) {z:2z+1>5}=(2,00),
<) {2,4,6,...} = {:1:: N z=2k},
keN
gdzie N oznacza =zbiér liczb naturalnych (stluzacych do liczenia
przedmiotéw), poczawszy od 1.

Na zbiorach okre§lamy pewne relacje i dziatania. Oto definicje:
Niech A, B beda ustalonymi zbiorami

Definicja 1.12. Mowimy, Ze zbior A zawiera si¢ w zbiorze B (inaczej A jest
podzbiorem B albo B zawiera A), co zapisujemy symbolem

A C B,

gdy kazdy element zbioru A jest elementem zbioru B.

Definicja 1.13. Méwimy, ze zbiory A, B sq réwne, co zapisujemy w postaci
A = B, gdy sq zlozone z tych samych elementéw.

Latwo wida¢, ze prawdziwe jest nastepujace
Twierdzenie 1.14. (A= B) <= (AC BA B C A).

Definicja 1.15. Sumg zbioréw A, B nazywamy zbiér zlozony z elementéw
nalezgcych do co najmniej jednego ze zbioréw A lub B. Symbolicznie sumg t
oznaczamy przez AU B. Mozna zapisac te definicje w sposéb formalny:

AUB={z:(z € A)V (z € B)}.

Definicja 1.16. Iloczynem albo czgscig wspdlng zbioréw A, B nazywamy zbit
zlozony z elementéw nalezgcych do obu zbiorow A i B. Symbolicznie iloczyn ten
oznaczamy przez AN B. Mozna zapisa tg definicje w sposéb formalny:

ANB={z:(x€ A)A(z € B)}.
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Definicja 1.17. Zbiory A i B nazywamy rozlgcznymi, gdy nie majg elementéw
wspblnych. Formalnie
ANB=02.

Definicja 1.18. Roznicg zbioréw A, B, oznaczang symbolem A\ B, nazywamy
zbiér zlozony z tych elementéw, ktére nalezq do zbioru A i nie nalezg do zbioru B.
Formalnie

A\B={z:(zx€ A)A(z ¢ B)}.

Zatézmy teraz, ze wszystkie rozwazane przez nas zbiory sa zawarte
w pewnej ustalonej przestrzeni X.

Definicja 1.19. Dopelnieniem zbioru A nazywamy zbiér zlozony z tych elementéw,
kibre nie nalezg do zbioru A. Dopelnienie zbioru A oznaczamy symbolem A’.
Formalnie

A=X\A={z:z¢ A}.
Mamy nastepujace:

Twierdzenie 1.20. Jezeli ¢ (x) i +(x) sg formami zdaniowymi o tej samej
dziedzinie, to

{z: @)} ={z:~ @)},
{z:0@)VY(x)} ={z: (@)} u{z: ¥ ()},
{z:p@)AY(@)}={z:¢@)}n{z: ¥ (z)}.

Definicja 1.21. Parg uporzgdkowang bedziemy nazywaé dwa elementy, z ktérych
jeden wyrdzniony jest jako pierwszy. Analogicznie trojkg uporzgdkowang bedziemy
nazywac trzy elementy, z ktérych jeden wyrézniony jest jako pierwszy, za$ drugi
— jako drugi.

Pare uporzagdkowang o pierwszym elemencie @ i drugim elemencie b
bedziemy oznacza¢ symbolem (a,b). Tr6jke uporzadkowana o pierwszym
elemencie a, drugim elemencie b i trzecim elemencie ¢ bedziemy oznacza¢
symbolem (a, b, c).

Przyklad 1.22. Pokazemy teraz, w jaki sposéb korzysta sie z twierdzenia
1.20.
a) Wyznaczymy dziedzine D funkgji f zdefiniowanej wzorem

__£L'+1

fla) =2,
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Korzystajac z pierwszej rownosci w twierdzeniu 1.20, otrzymujemy
D={z:2-2#0}={z:~(2-2=0)}={z:z=2} = {2},
czyli dziedzing jest zbiér wszystkich liczb rzeczywistych z wyjatkiem liczby
2.
b) Wyznaczymy podzbiér F plaszczyzny zlozony z tych punktéw,
ktérych wspétrzedne spetniajg réwnanie
(z—y+1)(2z+y-3)=0.
Korzystajac z drugiej réwnosci w twierdzeniu 1.20, otrzymujemy
F={(z9):(z-y+1)(2z+y-3)=0}
={(z,y):z—-y+1=0V 2z+y—-3=0}
={@y):z-y+1=0U{(z,y) : 20 +y -3 =0},
czyli F jest sumg dwéch prostych o réwnaniach odpowiednio 2 —y+1=10

i2x+y-3=0.
¢) Znajdziemy zbiér F rozwigzan ukladu réwnan

z—y+1=0
2z+y—-3=0 "

Korzystajac z trzeciej réwnosci w twierdzeniu 1.20, otrzymujemy
F={(z,y):z—y+1=0A2z+y—3=0}
={(=y):z2-y+1=0}n{(z,y) : 22 +y -3 =0},
czyli F jest czgécia wspblng prostych danych réwnaniami z —y +1 = 0
i2x+y—-3=0.

Twierdzenie 1.23. Dla dowolnych zbioréw A, B,C zachodzg nastgpujgce prawa
rachunku zbioréw:

1) Prawa przemiennosci:
AUB=BUA,
ANB=BnNA.
2) Prawa fgcznosci:

(AUB)UC=AU(BUCQC),
(ANB)NC=ANn(BNC).
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3) Prawa rozdzielnosci:

AN(BUC)=(ANB)U(ANC),
AU(BNC)=(AUB)N(AUC).

4) Prawa de Morgana:

(AuB) = A'nB,
(AnB) = A'UB.

Niech A, B bedg ustalonymi zbiorami.

Definicja 1.24. Iloczynem kartezjariskim zbioru A przez zbiér B nazywamy zbiér
wszystkich par uporzgdkowanych (a,b) takich, Ze a € A i b € B. Analogicznie
iloczynem kartezjariskim trzech zbiorow A, B i C nazywamy zbiér wszystkich
tréjek uporzgdkowanych (a, b, c) takich, Ze a € A, be Bice C.

Hoczyn kartezjariski zbioru A przez zbiér B oznacza¢ bedziemy
symbolem A x B, za$ iloczyn kartezjariski zbioréw A, B i C — symbolem
Ax B x C. Mozemy wigc powyzszg definicje zapisaé formalnie

AxB={(a,b):a€ A AN be B},
AxBxC={(a,b,c):a€ A ANbeB A ceC}.

Zauwazmy, ze iloczyn kartezjaniski dwéch zbioréw nie jest przemienny,
tzn. rtéwno$¢ A x B = B x A nie jest prawdziwa (poza przypadkiem, gdy
A = B). Na przyklad, jesli A = {1} i B ={1,2},to Ax B ={(1,1),(1,2)},
podczas gdy B x A = {(1,1),(2,1)}.

W przypadku gdy A = B, to zamiast pisa¢ A x A4, bgdmemy pisaé A?,
za§ w przypadku, gdy A = B = C bedziemy pisaé¢ A% zamiast A x A x A.

13 Zbiory liczbowe

Wprowadzamy nastepujace oznaczenia zbioréw liczbowych

N — zbiér liczb naturalnych ({1,2,3,...}),
Z — zbiér liczb catkowitych,

Q — 2bidr liczb wymiernych (czasami uzywany jest symbol W),
R — zbi6r liczb rzeczywistych.

Dodatkowo dla potrzeb obliczania granic wprowadzamy dwa
symbole: +oo (czytamy ,plus nieskoriczono$é”) i —oo (czytamy ,minus
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nieskoriczono$¢”). Czesto zamiast +o0o bedziemy pisa¢ co. Umawiamy sie,
ze dla kazdej liczby rzeczywistej a spelnione sg nieréwnosci

-0 <a <400,
Czasami bedziemy uzywa¢ symbolu oo i wtedy napis ,g = +oc” rozu-
miemy jako g = 400 lub g = —oc, natomiast napis ,,g # +oo” rozumiemy
jako g # +oc0 i g # —oc.
1.4 Wartos¢ bezwzgledna i jej wlasnosci

Definicja 1.25. Modutem (wartoscig bezwzgledng) dowolnej liczby rzeczywistej a
nazywamy liczbe |a| zdefiniowang za pomocg réwnosci

o a ,8dy a>0
Y=Y e ,gdy a<o0

Geometrycznie |a| oznacza odlegio$¢ punktu e na osi liczbowej od
punktu 0. Zauwazmy, ze réwnosé

laf = a ,gdy a>0
"] —a ,gdy a<0

daje definicje modutu réwnowazng sformulowanej powyzej. Wprost
z definicji modulu wynikajg jego podstawowe wiasnosci:

1. Dla kazdej liczby a prawdziwa jest nieréwnos¢
la| > 0.
2. Dla kazdej liczby a prawdziwa jest nieréwnosé¢ podwdjna
—lal € a < |al.
3. Dla dowolnych liczb a, b spelniona jest réwnosé
la- bl = |af - |b].
4. Dla dowolnych liczb a,b, jesli b # 0, to

a

b

lal

el
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5. Dla dowolnych liczb a, b spelniona jest nier6wnoé¢ (zwana nieréwnoscig
tréjkgta)
la+ 0| < |a| + [8],

przy czym réwnos$¢ zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy a i b s3 albo
réwnocze$nie nieujemne, albo réwnocze$nie niedodatnie.

6. Dla dowolnych liczb a, b prawdziwa jest nieréwnos¢

|la = b] > [la] — [b]]-

7. Dla kazdej liczby a i dowolnego nieujemnego & prawdziwa jest
réwnowaznos¢

la|=¢ <= (ea=¢ V a=—¢).

8. Dla dowolnych liczb a,¢ prawdziwa jest réwnowaznos¢

la] <e <= —-e<a<e.

9. Dla dowolnych liczb a,e prawdziwa jest réwnowazno$é

la| >e <= (a>¢e V a< —¢).

Wlasnosci 8 i 9 pozostajg prawdziwe, gdy nieréwnoéci ostre zastapimy
nieostrymi.

15 Przedzialy, otoczenia, sgsiedztwa

W zbiorze liczb rzeczywistych wprowadzamy pewne szczegélne podzbiory
zwane przedziatami:

o Przedzial otwarty wihasciwy:

(a;b)q—sf{meR:a<:c<b},

gdzie a, b sg liczbami spelniajgcymi nieré6wnosé a < b.
o Przedzial domknigty whasciwy:

(a;b)dz-?f{xER:aéxéb}

b

gdzie a, b sg liczbami spelniajagcymi nieréwnosc a < b. Czasami zamiast
{a;b) uzywa si¢ symbolu [a; b].
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o Przedzialy domknigto-otwarte wlasciwe:

(a:b) ¥ {zeR:a <z < b},

(a; b)‘i‘if{l-eR a<z<b},
gdzie a, b sg liczbami spelniajgcymi nieréwnosé a < b.
e Przedzialy otwarte niewlasciwe:
(—o0;b) ' {z e R:z < b},
(a;00) ¥ {zeR: 2 >a},
gdzie a, b s3 dowolnymi liczbami.

‘e Przedzialy domknigte niewlasciwe:
(—oc; b) def{meR z < b},
(a,oo)d—ef{zER x> a},
gdzie a, b s3 dowolnymi liczbami.

» Dodatkowo czasami symbolem (—oo; o0) bedziemy oznaczaé caly zbiér
liczb rzeczywistych R i w tym przypadku takze bedziemy méwié
0 przedziale niewlasciwym.

Ponadto w zbiorze liczb rzeczywistych wprowadzamy pojecia otoczenia
i sgsiedztwa punktéw.

Definicja 1.26. Niech xo bgdzie liczbg rzeczywistq i ¢ — liczbg rzeczywisty
dodatnig. Otoczeniem punktu o o promieniu e nazywamy podzbiér U, (o) zbioru
R okreslony za pomocg réwnosci

Ue (z0) ¥ {z € R: |z — 20| < £}

Zauwazmy, ze z wlasnoéci 8 modulu wynika, ze spelniona jest réwnosé
U (xg) = (o — £; 70 +€).

Definicja 1.27. Otoczeniem lewostronnym (odpowiednio prawostronnym) liczby
rzeczywistej xo o dodatnim promieniu e nazywamy przedzial

(o — ;o) (odpowiednio (zq;zo + €))

i otoczenie to oznaczamy symbolem U (zo) (odpowiednio UZF (xo)).



1.6 Silnia i symbol Newtona 19

Czasami, gdy wiadomo, jaki jest promiefi otoczenia lub jest obojgtne,

ojaki promieri chodzi, opuszczamy w oznaczeniach otoczen dolny wskaznik
e i piszemy np. U™ (z0).

Definicja 1.28. Niech g € R i ¢ > 0. Sgsiedztwem punktu zo o promieniu
nazywamy zbiér okreslony za pomocg réwnosci
Se (z0) déf{:cER:()< |z — zo| < €}.

Zauwazmy, ze z wlasnoéci 8, 9 modulu wynika, ze prawdziwa jest
TOWNos¢
Se (xg) = (xo — &;20) U (zo320 + €) .
Zatem S, (.’Eo) = U, (z0) \ {330}

Definicja 1.29. Sgsiedztwem lewostronnym (odpowiednio prawostronnym) liczby
rzeczywistej xo o dodatnim promieniu € nazywamy przedziat

(xo — €;20) (odpowiednio (zo;x0+€))
i sgstedztwo to oznaczamy symbolem S7 (z4) (odpowiednio ST (xo)).

W odniesieniu do sgsiedztw takze obowigzuje umowa o ewentualnym
opuszczaniu indeksu e.

Zauwazmy, ze dla zdefiniowanych powyzej otoczen i sgsiedztw punktu

Ty Zawsze otoczenie zawiera punkt o, zas sqsiedzi:wo nie zawiera tego
punktu.

Dodatkowo umawiamy sie, ze jeéli a, b sa liczbami, to przedziat (—oo; b)
bgdziemy nazywaé otoczeniem lub sgsiedztwem punktu —oo, za$ przedzial
(a;00) nazywa¢ bedziemy ofoczeniem lub sgsiedztwem punktu +oo.

1.6 Silnia i symbol Newtona

Definicja 1.30. Niech n € N. Definiujemy

A 1.9.3. .0

Dodatkowo na mocy definicji 0! Y.
Symbol n! czytamy ,n silnia”.
Definicja 1.31. Niech n,k € NU {0} i k < n. Symbolem Newtona nazywamy

Wyrazenie
T\ def n!
k] k! (n—k)!

Symbol (}) czytamy ,n po k”.
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1.7 Wtlasnosci potegowania

Zakladajac, ze czytelnik zna pojecie potegowania przypomnimy, pewne
prawa obowigzujace dla tego dzialania.

Na poczatek przypomnijmy, ze dla niezerowej liczby e spelniona jest
réwnos¢ o = 1. Dla liczb z,y oraz dodatnich liczb a,b (dla pewnych
wykladnikéw z,y zalozenia o a,b mogg by¢ ostabiane w zaleznosci od
sytuacji) spetnione sg wzory:

1
.—m—
o =—,
{‘ﬁi:a%,gdzienENin>1,

(a-b)® = a® - b7,

(2)” =2
b) b’

a®-a¥ = a*Y, (1.5
al‘
LN
priad (1.6)
(a®)¥ = a™. (1.7)

Ponadto mamy

Twierdzenie 1.32. (Wzér dwumianowy Newtona) Dla dowolnych liczb
rzeczywistych a, b i dowolnej liczby naturalnej n prawdziwy jest wzér

@+b)"=(")a"+ (" )a o+ [")a 202+ .+ [ ™ a4 (")
0 1 2 n—1 n

Z wzoru dwumianowego Newtona uzyskujemy tatwo nastepujace wzory
uproszczonego mnozenia:

(a+b)* = a® + 2ab + b?,

)

(a—b)* = a® - 2ab + b,
)
)

(a+b)% = a® + 3a%b + 3ab? + 3,
(a—b)3

a® — 3a%b + 3ab® — b°.

Ponadto bardzo przydatne bywaja nastepujace wzory uproszczonego
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mnozenia:
a®? —b* = (a—b)(a+1b),
a® — b = (a—b) (a2+ab+b2>,
a® + b = (a+b) (a® —ab+1?).

1.8 Logarytm i jego wlasnosci
Niecha > 01 a # 1.

Definicja 1.33. Logarytmem dodatniej liczby x przy podstawie a nazywamy takg
liczbg y, ze o¥ = x. Logarytm liczby z przy podstawie a oznaczamy symbolem
log, x. Symbolicznie mozemy napisac

log,z=y < oY =1
Umawiamy si¢, ze jezeli a = 10, to logarytm nazywamy dziesigtnym
iw symbolicznym zapisie opuszczamy podstawe. Piszemy wiec wtedy log z.

Ze wzoréw (1.5), (1.6) i (1.7) wynika nastepujace

Twierdzenie 1.34. Dla dowolnych dodatnich liczb x,y, dowolnej liczby ¢ oraz
dowolnych dodatnich liczb a, b takich, ze a,b # 1 prawdziwe sq wzory

loga (:E ) y) = loga r+ Ioga Y,

08, () = log, = ~ log (18)
log, (z°) = clog, z,
log, x
log, o = —8a ¥
R e

Ostatni z wzoréw (1.8) bedziemy nazywaé wzorem na zamiane podstaw

logarytmu,

19 Plaszczyzna kartezjariska,
przestrzen kartezjariska
Definicja 1.35. Prostokgtnym ukladem wspéhrzednych na plaszczyznie nazywamy

pare uporzgdkowang osi liczbowych wzajemnie prostopadlych o wspdlnym zerze
i jednakowych: jednostkach.
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Czasami ze wzgledéw praktycznych na osiach ukladu przyjmujemy
rézne jednostki.

Definicja 1.36. Plaszczyzng z zadanym na niej prostokgtnym ukladem
wspdlrzednych bedziemy nazywac plaszczyzng kartezjariskg.

Zwykle na plaszczyznie uklad wspélrzednych umieszczamy w ten
spos6b, ze pierwsza o$ jest pozioma skierowana z lewa na prawo, za$
druga jest pionowa skierowana z dotu do géry. Oczywiécie, polozenie osi na
plaszczyzZnie jest kwestig czysto umowng. Zauwazmy, ze kazdemu punktowi
P plaszczyzny Kartezjariskiej odpowiada wyznaczona jednoznacznie
uporzagdkowana para liczb rzeczywistych (z,y) zwanych wspdtrzednymi
punktu P. Wspoélrzedna z jest wspélrzedng rzutu prostokatnego punktu
P na pierwszej osi (przez rzut prostokany punktu P na pierwsza
0§ rozumiemy punkt przecigcia tej osi z prostg do niej prostopadiy
i przechodzacg przez punkt P), za$ y jest wspdirzedng rzutu prostokatnego
punktu P na drugg os.

'y
P(x.y)
b e .
i
H
1
H
14 :
i
: -
0 1 x
Rys. 1.1

Jest takze odwrotnie, tzn. jezeli weZmiemy dowolng uporzadkowang parg
liczb rzeczywistych (z,y), to parze tej odpowiada dokladnie jeden punkt
P plaszczyzny kartezjariskiej taki, ze wspolrzednymi punktu P sa wlasnie
liczby z i y. Jezeli P ma wspélrzedne z i y, to bedziemy pisaé P (z,y). Na
rysunku 1.1 zilustrowano powyzsze konstrukcje. Wspéirzedng z nazywamy
odcigty punktu P, za$ y rzgdng tego punktu. O$ odcietych zwykle oznaczamy
symbolem Oz, za$ o8 rzednych symbolem Oy.

W zwigzku z opisang wyzej wzajemnie jednoznaczng odpowiednioscig
miedzy punktami plaszczyzny kartezjanskiej a uporzadkowanymi parami
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liczb rzeczywistych mozemy plaszczyzne kartezjariska utozsamié ze zbiorem
wszystkich par uporzadkowanych liczb rzeczywistych. Bedziemy wiec
plaszczyzne kartezjariska czesto oznaczaé symbolem R?.

Definicja 1.37. Prostokgtnym ukladem wspotrzednych w przestrzeni nazywamy
tréjke uporzqdkowang osi liczbowych wzajemnie prostopadlych o wspélnym zerze
i jednakowych jednostkach.

Zwykle pierwsza z osi ukladu oznaczamy symbolem Oz, drugg
symbolem Oy, za$ trzecig symbolem Oz. Plaszczyzne zawierajaca osie Oz
i Oy oznaczaé bedziemy symbolem Oxy. Analogiczne oznaczenia stosujemy
do pozostalych plaszczyzn wyznaczonych przez osie ukladu. Czasami ze
wzgledéw praktycznych na osiach uktadu przyjmujemy rézne jednostki.

Definicja 1.38. Przestrzeri z zadanym w niej prostokgtnym ukladem wspétrzednych
nazywaé bedziemy przestrzeniq kartezjariskg.

Na rysunku 1.2 przedstawione s3 dwa rézne uklady wspétrzednych
w przestrzeni. Pierwszy z nich nazywamy zorientowanym dodatnio, za§ drugi
— zorientowanym ujemnie. Metodg rozrézniania tych ukladéw nazywamy
zasadg $ruby prawoskretnej. Wyobrazmy sobie, ze chcemy $rube z prawym
gwintem wkreci¢ prostopadle do plaszczyzny Ozy. Obracamy nig w taki
sposob, aby punkt na jej Ibie znajdujacy sie poczatkowo nad dodatnig
pdlosig osi Ox po obrocie o kat prosty znalazl si¢ nad dodatnia pétosia
osi Oy.

Zy

]

Rys. 1.2

Jezeli przy wkregcaniu $ruba przesuwa sie zgodnie ze zwrotem osi Oz,
to uklad jest zorientowany dodatnio. W przeciwnym wypadku — jest
zorientowany ujemnie. W dalszym ciggu najczesciej bedziemy postugiwaé
si¢ ukladem zorientowanym dodatnio.
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‘A

P20 .

P

................... o ’ ::

1
- :
0 - Yo y

3 1
Xl sP
/

Rys. 1.3

Zalézmy, ze w przestrzeni dany jest prostokainy uklad wspéirzednych
i P jest punktem tej przestrzeni. Punktowi P potrafimy w sposéb
jednoznaczny przyporzadkowa¢ tréjke uporzadkowang liczb rzeczywistych.
Mianowicie, przez punkt P prowadzimy prosta prostopadia do plaszczyzny
Ozy. W przecigciu z t3 plaszczyzng otrzymujemy punkt P’, ktérego
wspélrzednymi w plaszczyZnie Ozy sa (zo,y0). Nastepnie przez punkt
P prowadzimy plaszczyzng prostopadla do osi Oz. W przecieciu z ta
osig otrzymujemy punkt P”, ktérego wspélrzedna na osi Oz wynosi
zp. OtrzymaliSmy w ten sposéb uporzadkowana tréjke liczb (z9, o, 20),
ktére nazywaé bedziemy wspélrzednymi punktu P i bedziemy pisaé
P (z0,y0,20) (rys. 1.3). Latwo widaé, ze jezeli dana jest uporzadkowana
tréjka liczb rzeczywistych (zo,y0,20), to odpowiada jej jedyny punkt
P przestrzeni kartezjariskiej o wspélrzednych (zo,yo,20). Zatem mamy
wzajemnie jednoznaczng odpowiednio$¢ miedzy punktami przestrzeni
kartezjariskiej a tr6jkami uporzadkowanymi liczb rzeczywistych, czyli
elementami zbioru R®. Mozemy wigc utozsamia¢ przestrzen kartezjariskg
z R? i oznaczaé ja tym symbolem.
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