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Przedmowa

Niniejsza ksigzka przeznaczona jest gtéwnie dla studentéw pierwszego
roku uczelni technicznych. Przedstawiony w niej material stanowi uzupet-
nienie i rozszerzenie treéci programowych realizowanych we wstepie do ana-
lizy matematycznej. Jednoczesnie umozliwia Czytelnikom zaznajomienie sie
z formalizmem matematycznym, czesto niezrozumialym dla absolwentéw
szkot $rednich, a wykorzystywanym w podstawowym kursie analizy mate-
matycznej. W szczegolnosci studenci kierunkéw informatycznych mogg trak-
towaé ten podrecznik jako wstep do przedmiotu matematyka dyskretna.

Material zawarty w rozdziatach 1-5 obejmuje podstawy rachunku zdan,
podstawy teorii zbioréw, relacje, wlasnosci funkcji, funkcje elementarne,
moce zbioréw oraz indukcje matematyczna i rekurencje. Zagadnienia teo-
retyczne zilustrowane sa odpowiednimi przyktadami i ¢wiczeniami. Istotna
czed¢ podrecznika stanowia pytania testowe, ktére wraz z odpowiedziami
umieszczone sg w rozdziale széstym. Pozwola one Czytelnikom sprawdzié
stopien zrozumienia kolejnych partii omawianego materiatu, a z drugiej
strony (szczegélnie pytania znajdujace sie w paragrafach 6.1 i 6.3) stuza
przypomieniu wybranych zagadnien z zakresu szkoty sredniej, w tym zagad-
nien przedstawionych we Wistepie do analizy matematycznej © wybranych za-
gadnien fizyki [3]. Forme powtdrzenia moze stanowi¢ rozdzial si6dmy, ktéry
zawiera cztery zestawy przykladowych sprawdzianéw. Zagadnienia o wiek-
szym stopniu trudnosci oznaczone zostaty gwiazdka. Na koncu ksiazki dota-
czony jest skorowidz stosowanych oznaczen oraz wykaz literatury.

Autorzy uprzejmie prosza o przesylanie wszelkich uwag i komentarzy
dotyczacych podrecznika.

Inga Jedrzejewska
FElzbieta Kotlicka elzbieta.kotlicka@p.lodz.pl
Bozenna Szkopinska bszkopin@onet.pl

Centrum Nauczania Matematyki i Fizyki
Politechnika ¥.6dzka



Rozdziat 1

Elementy logiki i teorii
mnogosci

1.1 Wstep

Matematyka jest nauka dedukcyjna. Nowe pojecia definiujemy za po-
moca pojeé pierwotnych lub poje¢ uprzednio wprowadzonych. Wtasnosci
zdefiniowanych pojeé oraz zwiazki miedzy nimi formutujemy w twierdze-
niach, ktore z kolei dowodzimy wykorzystujac aksjomaty lub wczesniej udo-
wodnione twierdzenia (tej tematyce dokladniej poswigcony jest paragraf 1.3)

Pojecia pierwotne to pewne pojecia, ktorych nie definiujemy. Naleza
do nich np.

— w logice: pojecie zdania i wartosci logicznej;
— w teorii mnogoéci: pojecie zbioru, elementu zbioru, przynaleznoéci ele-
mentu do zbioru;

— w geometrii: pojecie punktu; itd.

Aksjomaty (inaczej pewniki) to stwierdzenia, ktére uwazamy za praw-
dziwe bez ich dowodzenia. Przykladowo przypomnimy jeden z aksjomatéw
logiki i jeden z aksjomatéw teorii mnogosci.

o [stnieje co najmniej jedno zdanie.
e [stnieje co najmniej jeden zbior.

Ze wzgledu na ztozony formalizm podejécia aksjomatycznego w dalszej
czesci tego podrecznika nie bedziemy bezposrednio powolywaé sie na inne
aksjomaty. Pozostate pewniki wchodzace w sktad powszechnie dzi$ przyjmo-
wanego ukladu aksjomatéw E. Zermelo i A. A. Fraenkla (w skrécie ZFC)
zainteresowani Czytelnicy moga znalezé¢ w [?]. Odnotujmy jedynie, ze ak-
sjomaty te zapewniajg istnienie zbiorow, o ktérych bedzie mowa w dalszej
czedci tego rozdzialu. A zatem z odpowiednich akjomatéw wynika istnienie
zbioru pustego (def. [.27), zbioru potegowego (def. [.2§), sumy, iloczynu i
réznicy dwoch dowolnych zbioréw (def. [L33), sumy uogdlnionej i iloczynu
uogdblnionego dowolnej indeksowanej rodziny zbioréw (def. [[.60) oraz pary
uporzadkowanej (def. [.43) i iloczynu kartezjanskiego (def. [.43).
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1.2 Rachunek zdan, funkcja zdaniowa

Jezyk, ktérym sie postugujemy w matematyce sktada sie ze zdan. Za-
daniem logiki jest okre$lanie relacji miedzy zdaniami i badanie ztozonych
formut pod katem ich budowy i wartosci logiczne;j.

Przez zdanie w sensie logiki rozumiemy poprawnie zbudowane (tj. zgod-
nie z zasadami gramatyki ustalonego jezyka) zdanie oznajmujace, ktéremu
mozna jednoznacznie przypisa¢ jedna z dwoéch stalych wartosci logicznych:

e prawde (oznaczang symbolicznie przez 1) albo
e falsz (oznaczany symbolicznie przez 0).

Zdaniami w sensie logiki sa np. sformulowania:

7 jest liczbg naturalng. lub

Tlen jest pierwiastkiem chemicznym.
Mozemy jednoznacznie stwierdzi¢, ze pierwsze z nich jest zdaniem falszy-
wym, drugie za$ zdaniem prawdziwym. Natomiast wypowiedz:

Jestem studentem.
jest zdaniem gramatycznym, nie jest jednak zdaniem logicznym, gdyz ocena
jego prawdziwosci zalezy od tego, kto je wypowiada. Podobnie jest w przy-
padku sformulowan: Dzisiaj jest poniedzialek, czy x jest liczbg ujemng.
Oczywiste jest takze, ze zdaniami w sensie logiki nie sg sformutowania typu:
Ktora jest godzina? lub Przeczytaj to uwaznie!

Definicja 1.1. Zmienng zdaniowg nazywamy symbol, ktérym zastepu-
jemy dowolne zdanie. Zmienne zdaniowe najczesciej oznaczamy maltymi li-
terami, np. p,q,r,...

Kazdemu zdaniu p przypisujemy jego warto$é logiczna w(p) w naste-
pujacy sposdb:

(p) = 1, gdy p jest zdaniem prawdziwym,
wAp) = 0, gdy p jest zdaniem falszywym.

Majac dane pewne zdania mozemy z nich budowaé zdania ztozone wy-
korzystujac tzw. funktory zdaniotwércze (inaczej operatory logiczne
lub spdjniki logiczne). Najwazniejsze z nich to:

e negacja zdania

(zaprzeczenie zdania) : ~p czytamy nieprawda, Ze p,
e koniunkcja zdan : pPAq czytamy piq,
e alternatywa zdan : pVq czytamy p lub q,
¢ implikacja zdan : p=q czytamy jesli p, to q
lub

z p wynika q,
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e rownowaznosé zdan: p < g czytamy  p jest rownowazne q
lub
p zachodzi wtedy i tylko
wtedy, gdy zachodzi q

Definicja 1.2. Dla ustalonych zdan p i ¢ wartos¢ logiczna zdan: ~ p, pAq,
pVq, p=q,p < q, zalezy jedynie od wartosci logicznych zdan p i g, w
sposéb jaki opisuje ponizsza tabela:

lplal[~prlrValprhglp=qlpreq]
I[1] 0 1 1 1 1
1[0 0 1 0 0 0
01| 1 1 0 1 0
00 1 0 0 1 1

Przyktad 1.3. Niech p := (sinm = 0) oraz q := (e > 3), gdzie liczba e jest
stala Euleraf]. Wéwczas prawdziwe sa zdania: ~ ¢, pV q, ¢ = p, ~ (p & q),
(¢=p)V(pAq), itd.

Przyktad 1.4. Koniunkcje i alternatywe zdan mozna zinterpretowaé¢ m.in.
za, pomocg ukladow elektrycznych. Przyjmijmy, ze p i g oznaczaja wlaczniki
umozliwiajace przepltyw pradu w uktadzie i dzialajace wedlug schematu:

—  eTme——— — 0

stan 0: stan 1:
wlacznik jest wytaczony wlacznik jest wlaczony

Uktad utworzony poprzez szeregowe potaczenie wiacznikéw p i ¢ przewodzi
prad elektryczny, gdy oba wlaczniki sa w stanie 1 (rys. [L1]) — sytuacja ta
odpowiada koniunkcji zdan p i q. Podobnie potaczenie réwnolegte wtaczni-
kéw p i g (uktad przewodzi prad, gdy przynajmniej jeden wlacznik jest w
stanie 1 (rys. [[.7) odpowiada alternatywie zdan p i q.

Rys. 1.1: Polaczenie réwnolegle
Rys. 1.2: Polaczenie szeregowe

!Przypomnijmy, ze e jest liczbg niewymierna zdefiniowana, jako granica ciggu o wyrazie
ogdlnym (1+ 1)"; e~ 2.71.
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W informatyce stosuje sie réwniez takie funktory dwuargumentowe jak:

e alternatywa wykluczajaca: p®q czytamy p albo q,
e alternatywa zalgczajaca: | JOX/2
e kreska Sheffera: plq.

Definicje tych funktoréw przedstawia ponizsza tabela:

A FErarcrarira
T[L1] 0 1 0
T{o| 1 0 1
o1 1 0 1
0orol[ 0 1 1

Definicja 1.5. Wyrazenie utworzone ze zmiennych zdaniowych, funktoréw
zdaniotwérczych i ewentualnie nawiaséw nazywamy formula zdaniowa,
schematem rachunku zdan lub wyrazeniem logicznym. Formuty lo-
giczne najczesciej oznaczamy literami: «, 3, . ..

Definicja 1.6. Schemat rachunku zdan, ktory przyjmuje wartosé logiczna
1 niezaleznie od wartosci logicznych wystepujacych w nim zmiennych zda-
niowych, nazywamy tautologia lub prawem rachunku zdan.

Twierdzenie 1.7 (Prawa rachunku zdan). Dla dowolnych zmiennych
zdaniowych p, q,r zachodzg nastepujgce prawa:

(1) pV~p prawo wylgczonego $rodka,

(2) ~(pA~p) prawo niesprzecznosci,
(3) pe ~ (~p) prawo podwdjnego zaprzeczenia,
(4) Eg X gg : Eg XZ; } prawa przemiennodct,
(pVi(gvr)) & ((pVaVr) »
(5) pAgAr) < ((pAg)AT) prawa tgcznosci,
(pV(gAT)) = ((pVa) A(pVrT)) Inoded
(6) pAgVr) e ((pAg) v (pAr) prawa rozdzielnosci,
(M EZ A 3% - EN g\/ N g; } prawa de Morgana,

8) (p=q) & (~q=~p) prawo kontrapozycys,
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9) ~(p=q) & (~qgAD) prawo zaprzeczenia implikacyi,
(10) (p=qg)AN(g=71))=(p=r) prawo sylogizmu,
(11) (pe 9 = (p= 9 A(@=Dp)).

Przyktadowo udowodnimy prawo zaprzeczenia implikacji stosujac tzw.
metode zero-jedynkowa. W tym celu, wykorzystujac definicje funktoréw zda-
niotworczych, konstruujemy tabele wartosci logicznych formuly (10) w za-
leznosci od wartosci logicznych zmiennych p i q.

(plallp=a][~=0d [ ~a]~qrp][~p=q9 & (~qAp) |
T]1 1 0 0 0 1
10 0 1 1 1 1
01 1 0 0 0 1
00 1 0 1 0 1

Jedynki w ostatniej kolumnie oznaczaja, ze badana formula jest praw-
dziwa w kazdym mozliwym przypadku, a to zgodnie z definicja [[L§ oznacza,
ze schemat (10) jest tautologia.

Cwiczenie 1.8. Udowodnié¢ twierdzenie [L7.

Uwaga 1.9. Mo6wimy, ze formuly zdaniowe a(p,q,...) i B(p,q,...) sa
réwnowazne, gdy formuta [a(p,q,...) < B(p,q,...)] jest tautologia.
Np. formuta ~ (p V q) jest réwnowazna formule ~ p A ~ ¢ (na mocy prawa
de Morgana).

Definicja 1.10. Wyrazenie zawierajace zmienna, ktore staje si¢ zdaniem
(prawdziwym lub falszywym), gdy w miejsce tej zmiennej wstawimy na-
zwy odpowiednich obiektéw (np. elementéw pewnego zbioru), nazywamy
funkcjg zdaniowg lub forma zdaniowsg. Jedli dla funkcji zdaniowej ¢(x)
okreslony jest zbior X, z ktérego wybieramy te obiekty, to zbiér ten na-
zywamy zakresem zmienno$ci funkcji zdaniowej ¢(z). Piszemy wéwczas
o(z), z e X.

Przykltad 1.11. Przyktady funkcji zdaniowych:

(a) a jest samogloskq, « € X, gdzie X jest zbiorem liter alfabetu pol-
skiego,

(b) 22 —-1=0, x€R,

%, r € R,

(d) A i B sq rodzenstwem,

(c) |sinz| <
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(e) Rez+Imz > 0.

Jedli przy funkcji zdaniowej nie jest podany jej zakres, wtedy mozna
przyjacé, ze zakresem danej fukcji zdaniowej jest zbior wszystkich obiektéw,
dla ktérych ma ona sens. I tak np. patrzac na posta¢ funkcji zdaniowych z
przykladow (d) i (e), mozna przyjaé, iz zakresem pierwszej z nich jest zbiér
wszystkich ludzi, za$ drugiej — zbiér liczb zespolonychf.

Definicja 1.12. Niech ¢(x) bedzie funkcja zdaniowa, ktérej zakresem
zmiennosci jest niepusty zbior X. Jesli dla pewnego a € X wyrazenie p(a)
jest zdaniem prawdziwym, to mowimy, ze a spelnia funkcje zdaniowag
o(x). Zbiér wszystkich elementéw zbioru X, ktére spelniaja funkcje zda-
niowa ¢(x), tj. zbiér

{reX:p@)} = {zeX ulpx) =1}
nazywamy wykresem funkcji zdaniowej ¢(x).
Przyktad 1.13. Niech
o(r) = (2> +2 <0), z €R oraz ¢(z):= (z* +x <0), z € N.

Wéwezas wykresem funkeji zdaniowej ¢(x) jest przedzial (—1,0), zas wykres
funkeji ¥ (x) stanowi zbiér pusty.

Uwaga 1.14. Jak pokazuja przyktady [.I1 (b), [LIT (c) oraz [.I3, funk-
cjami zdaniowymi sg w szczegdlnosci rownania i nieréwnosci. W takim przy-
padku zakres funkcji zdaniowej nazywamy odpowiednio dziedzing réwnania
lub dziedzing nieréwnosci, za$ jej wykres — zbiorem rozwigzan rownania lub
zbiorem rozwigzan nieréwnosci.

1.3 Twierdzenia, metody dowodzenia i reguly
wnioskowania

Nowe twierdzenia najczesciej powstaja w ten sposob, ze najpierw formu-
tujemy pewng hipoteze, a potem staramy sie ja udowodni¢. W dowodach
twierdzen wykorzystujemy aksjomaty, twierdzenia wczesniej udowodnione
oraz tzw. reguly wnioskowania opierajace si¢ na podstawowych prawach ra-
chunku zdan.

Twierdzenia matematyczne na ogoét formutuje sie w postaci implikacji,
jak ma to miejsce np. w przypadku twierdzenia (T1).

27biér liczb zespolonych jest naturalnym rozszerzeniem zbioru liczb rzeczywistych; do-
kladniejsze informacje na ten temat mozna znalez¢ np. w [[].
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(T1) Jesli 0 jest ostatnig cyfrg danej liczby, to liczba ta jest podzielna
przez 5.

7 punktu widzenia logiki twierdzenia tego typu mozna zapisa¢ schema-
tycznie w postaci implikacji Z = T, gdzie Z i T moga by¢ pewnymi zda-
niami lub funkcjami zdaniowymi. W takiej sytuacji poprzednik implikacji
Z nazywamy zalozeniem twierdzenia, zas nastepnik T — tezg twier-
dzenia. (Przyktadowo, zalozenie twierdzenia (T1) stanowi formula: 0 jest
ostatniq cyfrg danej liczby, za$ teze wyrazenie: liczba jest podzielna przez
5.) Twierdzenie majace postaé¢ implikacji Z = T mozna réwniez wyrazi¢ w
nastepujacy sposob:

Z jest warunkiem wystarczajgcym (dostatecznym) na to, aby za-
chodzito T', lub

T jest warunkiem koniecznym na to, aby zachodzito Z.

Rozwazane twierdzenie (T1) mozna wiec sformutowaé w sposéb réwno-
wazny w postaci (T1) lub (T1”):

(T1") Fakt, ze 0 jest ostatnig cyfrq danej liczby, jest warunkiem wystacza-
Jjacym podzielnosci tej liczby przez 5.

(T1") Podzielnosé danej liczby przez 5 jest warunkiem koniecznym, na to
aby ostatnig cyfrg tej liczby bylo 0.

Twierdzenia moga by¢ tez formulowane w postaci rownowaznosci Z < T
(méwimy wowcezas, ze Z jest warunkiem wystarczajacym i koniecznym
na to, aby zachodzito T') lub tylko w postaci tezy T. Przyklady takich twier-
dzen podajemy ponizej:

(T2) Liczba jest podzielna przez 5 wtedy i tylko wtedy, gdy jej ostatniq cyfrq
jest 0 lub 5.

(T2') Fakt, ze ostatnig cyfrq danej liczby jest O lub 5, jest warunkiem wy-
staczajgeym i kontecznym podzielnosci tej liczby przez 5.

(T3) /2 jest liczba niewymierng.

Definicja 1.15. Niech dana bedzie formuta postaci Z = T, ktéra dalej
bedziemy nazywaé¢ implikacjg prosta. Wéwczas

(a) implikacje T = Z nazywamy implikacja odwrotna do implikacji
prostej,

(b) implikacje ~ Z =~ T nazywamy implikacja przeciwng do implikacji
prostej,

(c) implikacje ~ T =~ Z nazywamy implikacja przeciwstawng do
implikacji prostej.
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T=7 Z =T

Rys. 1.3: Kwadrat logiczny

Bezposérednio z prawa kontrapozycji wynika, ze implikacja prosta jest
rownowazna implikacji przeciwstawnej oraz implikacja odwrotna jest réwno-
wazna implikacji przeciwnej. Zaleznosci te ilustruje sie czesto za pomoca tzw.
kwadratu logicznego, w ten sposéb ze przy wierzchotkach kwadratu potozo-
nych wzdtuz tej samej przekatnej umieszcza si¢ implikacje réwnowazne. W
konsekwencji, aby udowodnié¢ wszystkie cztery rozwazane implikacje, wystar-
czy udowodnic¢ jakiekolwiek dwie spoéréd nich umieszczone wzdtuz jednego
z bokéw kwaratu logicznego. Jako éwiczenie proponujemy napisaé implikacje
odwrotna, przeciwstawna i przeciwna do twierdzenia (T1) oraz zastanowié
sie, wykorzystujac w tym celu réwniez kwadrat logiczny, ktére z nich sa
prawdziwe.

Ze wzgledu na zastosowang metode dowodzenia mozemy wyrdzni¢ na-
stepujace podstawowe typy dowoddéw:

e Dow6éd wprost — jest to bezposredni dowdd postawionej hipotezy
(patrz przyklad [.21)). Wyr6zniamy tutaj m.in. takie dowody jak:

dowd6d konstruktywny — wskazujemy lub konstruujemy obiekty spet-
niajace teze twierdzenia; w ten sposéb mozna uzasadni¢ (wskazujac np.
liczby 4 1 10) prawdziwosé twierdzenia:

W zbiorze liczb naturalnych istniejg dwie liczby réznigcee sie o 6.

dowédd egzystencjonalny — wykazujemy jedynie istnienie obiektu spet-
niajacego teze twierdzenia; np. aby udowodnié twierdzenie:

Jesli wszystkie wyrazy nieskonczonego ciggu liczbowego naleZg do zbioru
{1,2,3}, to pewne dwa wyrazy tego ciggu sq réwne,

wystarczy wykazaé, ze w danym ciggu istniejg dwa takie same wyrazy
(ich istnienie wynika bezposrednio z faktu, iz istnieje nieskonczenie wiele
liczb naturalnych, a zatem nieskoniczenie wiele sposréd wyrazéw danego
ciagu musi przyjaé¢ wartosé 1, 2 lub 3);

dowo6d indukcyjny — metoda ta bedziej dokladniej oméwiona w roz-
dziale 4; w ten sposéb dowodzimy np. twierdzenie:

Dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzi nierédwnosé: 2™ > n.
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dowdéd ,,w prézni” — jesli Z jest zdaniem falszywym, to twierdzenie
postaci Z = T jest zawsze prawdziwe.

e Dow6d nie wprost przez sprowadzenie do sprzecznoSci — wy-
kazujemy, ze z zaprzeczenia tezy i zalozen, czyli zdania ~ T A Z
(w przypadku braku zalozen zdania ~ T'), wynika falsz (metode te sto-
suje si¢ np. w dowodzie twierdzenia (T3)).

e Dowdd nie wprost (dla twierdzen postaci Z = T') — dowodzimy im-
plikacji przeciwstawnej (por. kwadrat logiczny).

Odnotujmy, ze w bardziej ztoznych dowodach czesto stosuje sie kilka
spoéréd metod przedstawionych powyzej oraz ze to samo twierdzenie moze
mie¢ kilka réznych dowodéw.

Definicja 1.16. Formule zdaniowa § nazywamy logiczng konsekwencja

ciggu formul zdaniowych a1, as, ... , ay, jedli przy kazdym ukladzie warto-
sci logicznych jakie przyjmuja zmienne zdaniowe wystepujace w formutach
Q1,Q9,. .. ,ap, 0, jesli tylko aq, as, . .. , ay przedstawiajg zdania prawdziwe,

to réwniez (8 jest zdaniem prawdziwym.

Definicja 1.17. Reguly wnioskowania to operacje, ktore skonczonym
ciagom formul zdaniowych a1,aq,...,a, przyporzadkowuja formute
w taki sposob, ze (3 jest logiczna konsekwencja ag, s, ... ,a,. Schematy-
cznie zapisujemy je w postaci
a17a27"' 7an
IB ?
przy czym «i, o, ... ,q, nazgywamy przestankami, za$ 3 — wnioskiem.

Bezposrednio z definicji prawa rachunku zdan i regut wnioskowania wy-
nika, ze jesli wszystkie przestanki reguly wnioskowania sg tautologiami, to
rowniez wniosek jest tautologia. Latwo zauwazyé, iz pomiedzy regutami
wnioskowania a prawami rachunku zdan zachodzi nastepujacy zwiazek:

Twierdzenie 1.18. Niech ai,ao,... ,an, 3 bedg formutami zdaniowyms.

A1, Q2, ... ,0p . ) , .
Schemat —2 =22 on jest requtq wnioskowania wtedy i tylko witedy, gdy

formula ((a1 Aaa A ... Aay) = ) jest prawem rachunku zdan.

Przyktad 1.19. Przyklady regut wnioskowania:

a, a= [
p
~ B, a=0

~

(1)
(2)

reguta odrywania,
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aV b, ~a

(3) — Q5
alp

/6 )

(4)
(5) a= 06, =7

a =y
~a=(A~7)

(6) ,

(7)

(@A ~ ) = (yA ~7)
a= 0

Fakt, ze podane schematy sa regutami wnioskowania mozna uzasadnié¢
wykorzystujac twierdzenie [L18 i odpowiednie prawo rachunku zdan — przy-
kladowo regula (5) wynika natychmiast z tautologii (11) (twierdzenie [[.40).
Uzasadnienie pozostatych regul wnioskowania pozostawiamy Czytelnikowi.

Przyktad 1.20. Rozwazmy nastepujace zdania:

a1 = Spadl snieg.
ag := Nie spadl $nieg.

ag = Jesli spadnie $nieg, to ulepimy balwanka.

Jesli prawdziwe sa zdania o i asg, to z reguly odrywania otrzymujemy
natychmiast wniosek: Ulepimy balwanka. Jesli natomiast prawdziwe sa zda-
nia ag 1 ag, to z reguly (2) wnioskujemy, ze nie ulepimy balwanka.

Zauwazmy, ze aby uzyska¢ powyzsze wnioski nie potrzeba znajomosci
regul wnioskowania. Ten prosty przyktad pokazuje, ze regulty wnioskowania
opisuja w formalny sposéb (uzywajac jezyka matematycznego) pewne natu-
ralne elementy rozumowania, z ktérymi spotykamy sie w zyciu codziennym.
Rozumowania oparte na niektérych sposréd regut wnioskowania znane juz
byly w starozytnosci.

Przyktad 1.21. Niech z oznacza dowolng liczbe rzeczywista. Rozwazmy
nastepujace formy zdaniowe:

ay = (Jesli x jest liczbg calkowitq, to x jest liczbg parzystq lub nieparzystq.)
ag = (x jest liczbg naturalng.)

ag = (x nie jest liczbg parzystq.)
Pokazemy, ze z prawdziwosci aq, ag, a3 wynika wniosek (8, gdzie

B := (x jest liczbg nieparzystq.)
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W tym celu przeprowadzimy krétki dowod z wykorzystaniem poznanych
regut wnioskowania. Dow6d ten podzielimy na etapy przyjmujac zasade,
ze na kazdym etapie wybieramy pewne przestanki spoéréd danych, stosu-
jemy odpowiednig regute wnioskowania i otrzymany wniosek dotaczamy do
ciggu przestanek. Dowdéd uznamy za zakonczony, jesli na pewnym etapie
jako wniosek uzyskamy teze 8. Do ciagu przestanek dotaczmy znany fakt:

ay = (Jesli x jest liczbg naturalng, to jest liczbg calkowitq.)

oraz wprowadzmy nastepujace oznaczenia: N := (x jest liczbg naturalng),
C := (x jest liczbg calkowitq), P := (x jest liczbg parzystq). Wowczas
przestanki aq, g, ag, ay mozna zapisa¢ w postaci ciagu: C = (P V ), N,
~P, N=C.

Dowdd:
N=C C=(PV

etap 1: I ’: P \/(ﬁ) ) stosujemy regule (5);
N, N= (PV

etap 2: — Iz \/(ﬁ 5) stosujemy regule (1);
PVvg@,~P

etap 3: PvB~P stosujemy regule (3).

g

1.4 Rachunek zbiorow

Teoria mnogosci jest nauka o zbiorach i zwiazkach miedzy nimi. Teoria
ta powstata w koncu XIX wieku, a za jej tworce uwaza sie George’a Cantora.

Zbiory oznaczamy najczeéciej duzymi literami, zas ich elementy — ma-
tymi. Fakt, Zze a jest elementem zbioru A, zapisujemy symbolicznie w po-
staci: a € A. Jesli element a nie nalezy do zbioru A, to stosujemy oznaczenie:
a ¢ A. Zatem

def

a¢d A & ~(acA).
Koniunkcje zdan majacg postaé
ag € ANag € AN...Na, €A

zapisujemy w skroconej formie: ag,as, ... ,a, € A.
Zbiory mozna definiowa¢ na rézne sposoby. Najczeéciej poprzez

e wymienienie jego elementow, np. A jest zbiorem zloZonym z elementéw:
a, b, c,d, e — fakt ten zapisujemy symbolicznie:

A={a,b,c,d e};
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e podanie metody wyznaczenia elementéw zbioru (por. definicja rekuren-
cyjna, paragraf 5.2);

e podanie wlasnodci, jakie spelniaja elementy danego zbioru, np. B jest
zbiorem sktadajgcym sie z pierwszych pieciu liter alfabetu polskiego. Jesli
wlasnosci te wyrazone sg przy pomocy pewnej funcji zdaniowej, wéwczas
okre$lany zbior jest wykresem tej funkcji — w taki sposéb definiujemy
np. przedzialy na osi liczbowe;j.

Definicja 1.22. Niech a,b € R oraz a < b.

(a) Zbiér {r e R:x >a A z < b} nazywamy przedzialem otwartym i
oznaczamy przez (a,b).

(b) Zbiér {x e R: 2z > a N x < b} nazywamy przedzialem domknietym
i oznaczamy przez [a, b].

(c) Podobnie definiujemy przedzialy jednostronnie domkniete:
def
(a,b) ={x €eR:z>a N z<b} oraz
def

la,b) ={z€eR:z>a N z <b}

Majac dane rézne zbiory mozemy okresla¢ pewne zaleznosci miedzy tymi
zbiorami (np. zawieranie czy réwno$¢ zbioréw), jak réowniez definiowaé
pewne dzialania na tych zbiorach (takie jak suma, iloczyn czy réznica zbio-
réw). Tej tematyce poswiecimy dalsza cze$é tego paragrafu.

Definicja 1.23. Jeéli kazdy element zbioru A jest elememtem zbioru B,
to méwimy, ze A jest podzbiorem zbioru B lub, ze B jest nadzbiorem
zbioru A. Méwimy wowczas réwniez, ze zbior A jest zawarty w B lub B
zawiera A i zapisujemy odpowiednio

AcCcB lub BDA.

Réwnowaznie mozemy zapisac:

AcB & (dla kazdego x: z € A=z € B).

Symbol C nazywamy znakiem inkluzji.

B

@

Rys.14: ACB
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Zbiory oraz zachodzace migdzy nimi zwiazki bedziemy ilustrowaé graficz-
nie za pomoca rysunkéw zwanych diagramami Venna. Zawieranie zbioréw
albo jego brak obrazujg odpowiednie diagramy na rysunkach [4 i [3.

W przypadku, gdy zbiér A nie jest podzbiorem zbioru B zapisujemy
A ¢ B. Mozna pokazaé, ze zachodzi réwnowazno$é:

A¢ B < (istnieje z: x € ANz ¢ B).

O @

(a)

(c)

Rys. 1.5: Trzy mozliwe sytuacje, w ktérych A ¢ B

Definicja 1.24. O zbiorach A i B méwimy, ze sa réwne, wtedy i tylko
wtedy, gdy maja takie same elementy. Zatem

A=B & (dla kazdego x: x € A < x € B).
Twierdzenie 1.25. Dla dowolnych zbioréw A i B mamy:
A=B & (ACB AN BCA).
Przyktad 1.26. Niech A={-1,1}, B={zeR:|z|=1},C={z e R:
|z] < 1}. Woéwezas A = B oraz B C C. Poza tym 0 € C'i0 ¢ B, co oznacza,

ze C ¢ B.

Definicja 1.27. Zbiér, ktéry nie ma zadnego elementu nazywamy zbio-
rem pustym i oznaczamy symbolem 0.

Definicja 1.28. Zbiér zlozony ze wszystkich podzbioréw danego niepu-
stego zbioru A nazywamy zbiorem potegowym zbioru A i oznaczamy
przez 24 lub P(A). Zatem

A def
Be2® & BCA.
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Przyktad 1.29.

(a) Jesli A =0, to 24 = {0} oraz 2" = {p, {0} }.
(b) Niech A = {—1,1}. Wéwczas 24 = {0,{—1},{1}, A}. Jako éwiczenie
proponujemy wyznaczy¢ zbior 22,

Cwiczenie 1.30. Podaé przyklady zbioréw bedacych elementami rodziny
2N i rodziny 2R.

Uwaga 1.31. Latwo zauwazyé, ze dla dowolnego niepustego zbiéru A zbiér
potegowy 24 posiada przynajmniej dwa rézne elementy, a mianowicie

De2tiAe2h
Cwiczenie 1.32. Uzasadnié, ze jedli A C B, to 24 c 25.

Definicja 1.33.

(a) Przez sume zbioréw A i B rozumiemy zbidr, ktérego elementami sa
wszystkie elementy zbioru A i wszystkie elementy zbioru B. Zbior ten
oznaczamy przez A U B.

(b) Przez iloczyn (cze$¢ wspdblng lub przeciecie) zbioréw A i B rozu-
miemy zbior zawierajacy tylko te elementy, ktore jednoczeénie naleza do
zbioru A i do zbioru B. Zbiér ten oznaczamy przez A N B.

(c) Réznicag zbioréw A i B nazywamy zbiér tych elementéw, ktore naleza
do zbioru A i nie naleza do B. Zbiér ten oznaczamy przez A\ B.

&
e

AUB ANB

({

Rys. 1.6: Diagramy ilustrujace podstawowe dzialania na zbiorach

-

A\ B

Sy
—
N
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Powyzsze definicje mozemy zapisa¢ w sposéb symboliczny:

def

r € AUB & (xe€ AVzxe B),

r € ANB & (x € ANz € B),
r € A\B < (xe ANz ¢ B).

Definicja 1.34. Zbiory A i B nazywamy rozlacznymi, gdy AN B = ()
(por. rys. [.F (a)).

Definicja 1.35. Zalézmy, ze rozwazamy zbiory zawarte w pewnym niepu-
stym zbiorze X, ktéry bedziemy dalej nazywaé przestrzenia. Jesli zbiér
A jest podzbiorem zbioru X, to réznice X \ A nazywamy dopelnieniem
zbioru A (do przestrzeni X) i oznaczamy symbolem A’.

@ KX

Rys. 1.7: Zbior i jego dopelnienie

Definicja 1.36. Zbiér postaci A A B, gdzie

def
AANB=(A\B)U(B\A),
nazywamy réznica symetryczng zbioréw A i B.
7 definicji wynika natychmiast, ze

reAAB & (xe€A\B @ ze€ B\ A).

(G

Rys. 1.8: Réznica symetryczna zbioréw A i B
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Przyktad 1.37. Niech A = {1,2}, B = [1,2). Wéwczas AU B = [1,2],
ANB = {1}, A = (—0,1) U (1,2) U (2,+), B = (—o0,1) U [2,400)
oraz A A B = (1,2]. Ponadto tatwo sprawdzié¢, ze (AU B) = AN B’ i
(ANB) =A"UB.

Twierdzenie 1.38. Niech p(z) i ¢¥(x) bedq funkcjami zdaniowymi o za-
kresie X. Woéwczas prawdziwe sq rownosci:

(D) {zeX:p@) V() ={r e X :p()}U{re X ()},
(2) {zeX:p(@)AY(2)} ={z e X p()}n{reX ()},
(B) {zeX:~p(@)}=X\{zeX: o)}

4) {reX:p@)=¢@)}={reX @)} U{reX: ()}

Przykltad 1.39. Wykorzystujac powyzsze twierdzenie wyznaczymy zbiory:
A={ze€eR:22—2>0 A 22 +2=0} oraz
B={ze€R:22—2>0 = 22+z2=0}.

Przyjmijmy ¢(z) := (22— > 0) dlaz € R, ¥(z) := (2> +2 =0) dlaz € R.

Wtedy

={zeR:p@)AY@)}={zeR:p@)}n{reR: )}
={zcR:2°—2z>0 n{zcR:2*+2 =0}
= [(=00,0) U (1,+00)] N {-1,0} = {-1}

oraz

B ={zeR:px)=¢@)}={rcR:p@)} u{zreR: ¢z}
={zeR: 2’ —z>0/U{zeR:2?+ 2 =0}
= [(—00,0) U (1,400)]" U{—1,0} = [0,1] U {—1}.

Twierdzenie 1.40 (Prawa rachunku zbioréw). Dla dowolnych podzbio-
row A, B, C przestrzeni X prawdziwe sq nastepujgce prawa:

(1) (AcB AN BCc(C) = AcC prawo przechodniosci inkluzji,

AUB=BUA . o
2) AAB—BNA prawa przemiennosci,

Au(BUC)=(AUuB)UC o
(3) EB N C% = gA ) B; } prawa tgcznosci,
BUC)=(AnB)Uu(AnC . o
(4) gB C;:gAUBg gAch } prawa rozdzielnosci,
up=A,
(5) Am@:@
AUX = X,

0) Anx=a,
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prawa idempotentnosci,

AUA:A}

)

) ANBCA N ANBCB,

) ACAUB A BCAUB,

(10) AcB < ANB=4 } prawa pochianiania
ACB & AUB=B ’

(11 AcB < A\B=0,

(12) (A") = A4,

(13) Eﬁ%gg:zﬁiggi} prawa de Morgana.

Prawa rachunku zbioréw dowodzi si¢ wykorzystujac m.in. prawa ra-
chunku zdan. Latwiejsze, cho¢ bardziej intuicyjne i mniej formalne, sa ,,do-
wody” za pomoca diagraméw Venna — przyklad tego typu argumentacji w
stosunku do pierwszego z praw rozdzielno$ci przedstawiamy ponizej.

Przyklad 1.41. Stosujac diagramy Venna uzasadnimy, ze dla dowolnych
zbioréw A, B, C zachodzi rownoéé

AN(BUC) = (ANB)U(ANCQ).

elu rysujemy trzy przecinajace sie zbiory A 'erwszym
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Cwiczenie 1.42. posujac diagramy Venna uzasadnié, ze dla dowolnych
zbioréw A, B, C' zachodzg réwnosci:

(a) A=(ANB)U(A\ B);

(b) AAB=(AUB)\ (AN B);
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(¢c) A\(BUC)=(A\B)\C.

Definicja 1.43. Para uporzadkowanal] (a,b) o poprzedniku a i nastep-
niku b nazywamy zbiér {{a}, {a,b}}.

Twierdzenie 1.44. Dla dowolnych a,b,c,d
(a,b) = (c,d) < (a=c AN b=d).

Definicja 1.45. Niech A, B beda dowolnymi niepustymi zbiorami. Zbiér
zlozony z wszystkich par uporzadkowanych (a,b), gdzie a € A, b € B, nazy-
wamy iloczynem kartezjanskim zbioréw A i B i oznaczamy symbolem
A x B. Zatem

(a,b) € Ax B S (ae A AN beB).

Przyklad 1.46. Niech A = [0,2) oraz B = {1,2}. Odpowiednie iloczyny
kartezjanskie tych zbiorow przedstawione sg na rysunku 1.11.

Ax A B x B
Yy Y
2 ¢——o 2
] $—o 1
_—t-
1 2 = 1 2 =
AxB Bx A
Rys. 1.11

3Istnieja rézne sposoby definiowania pary uporzadkowanej — definicja przedstawiona
tutaj zostala zaproponowana przez K. Kuratowskiego.
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Twierdzenie 1.47. Dla dowolnych niepustych zbioréw A, B,C mamy:

(1) AxB=BxA & A=B,

(2) (AxB)xC=Ax(BxC(),

(3) (AUB)x C=(AxC)U(Bx(),
(4) (ANB)xC=(AxC)N(Bx ().
Uwaga 1.48.

(a) Jak pokazuje twierdzenie [.47 oraz przyktad [[.46, iloczyn kartezjanski
zachowuje prawo tacznosci, natomiast nie jest przemienny.

(b) Hoczyn kartezjanski mozna zdefiniowaé réwniez dla dowolnej skonczonej
ilosci niepustych zbioréw (patrz przyktad 5.17). W szczegélnosci iloczyn
kartezjanski trzech niepustych zbioréw A, B, C definiujeny w nastepu-
jacy sposob:

AxBxC=(AxB)xC.

(c¢) Hloczyn A x A x --- x A oznaczamy krétko przez A™.

n razy

(d) Tloczyn R? bedziemy utozsamiaé z plaszczyzng kartezjanska Oxzy, za$
R3 — 7z przestrzenig Ozyz.

Wprowadzenie pojecia iloczynu kartezjanskiego umozliwia m.in. rozwa-
zanie funkcji zdaniowych wielu zmiennych, ktérych przyklady podajemy po-
nizej:

o(x,y) := (x jest dzielnikiem y), (z,y) € N?,
p(z,y,2) = (2" +y* +2° <4), (2,y,2) R’

1.5 Kwantyfikatory

Kazde zdanie jest funkcja zdaniowa, natomiast odwrotnie by¢ nie musi.
7 funkcji zdaniowej mozna otrzymac zdanie poprzez

e podstawienie w miejsce zmiennej dowolnego elementu nalezacego do za-
kresu zmiennoéci tej funkcji,

e zastosowanie funktoréw zdaniotwérezych, takich jak np. kwantyfikatory,
wiazacych wszystkie zmienne funkcji zdaniowej (por. przyktad [L50).
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Definicja 1.49. Niech p(z) bedzie funkcja zdaniowa, ktérej zakresem zmien-
noéci jest zbiér X.

(a) Jesli {z € X : p(x)} = X, to méwimy, ze funkcja zdaniowa ¢(x) zacho-
dzi dla kazdego = € X i zapisujemy

A o(z) lub V(ze X) p(z).
zeX

(b) Jesli {z € X : p(x)} # 0, to méwimy, ze funkcja zdaniowa ¢(x) zachodzi
dla pewnego z € X (inaczej: istnieje z € X taki, ze zachodzi ¢(x)) i
zapisujemy

V p(x) lub 3z e X) p(z).
reX

Jesdli istnieje tylko jeden element o takiej wlasnosci, to stosujemy ozna-

czenia:
VIie(z) lub 3z e X) p(x).
rxeX

Symbol A (V) jest symbolem funktora zdaniotwérczego zwanego kwan-

tyfikatorem ogdlnym (inaczej: kwantyfikatorem dyzym), za$ symbol
V (3) — symbolem funktora zdaniotworczego zwanego kwantyfikatorem

szczegolowym (kwantyfikatorem malym lub egzystencjonalnym).

Przyktad 1.50.

(a) Niech ¢(x) := (x jest liczbg parzystq) dla x € Z. Zauwazmy najpierw, ze
istnieje liczba catkowita, dla ktérej zachodzi ¢(z), np. liczba 4. Oznacza
to, ze prawdziwe jest zdanie: \/ ¢(z). Z drugiej strony, nie wszystkie

zeX
liczby calkowite spelniaja dana funkcje zdaniowa (np. w(¢(—3)) = 0),
wiec zdanie: A ¢(z) jest zdaniem falszywym.
zeX

(b) Z wlasnosci funkeji trygonometrycznych wynika, ze prawdziwe sa naste-
pujace zdania:

(/\ sin2x+cos2x:1), (N(\/ sinx:2)), (\/ V sinx:y).

z€R z€R rzeZ yeZ

Uwaga 1.51. W rachunku zdan i kwantyfikatoréw istotng role odgrywaja
nawiasy — ich brak moze zmienié¢ sens zapisanej formuty. Dla przykiadu
wyrazenie

A (p(z) = (), (1.1)

zeX
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gdzie ¢(x) i 1(x) sa ustalonymi funkcjami zdaniowymi o wspdlnym zakresie
X, jest zdaniem, za$ formuta

A o(z) = ¥(z) (1.2)

zeX

okreéla pewng funkcje zdaniowa zmiennej x. Wyrazenie ujete w nawias, ktore
bezposrednio nastepuje po symbolu kwantyfikatora stanowi tzw. zasieg tego
kwantyfikatora. Nawiasy zwykle pomija sie, gdy w zasiegu kwantyfikatora nie
wystepuja spéjniki logiczne. A zatem zasieg formuly ([[.1]) stanowi wyrazenie

(p(z) = ¢¥(x)), zas formuly ([.7) — wyrazenie p(z).

Definicja 1.52. Dla ustalonych funkcji zdaniowych ¢(x) 1 ¢ (z) o wspdl-
nym zakresie X definiujemy kwantyfikatory o zakresie ograniczonym
w nastepujacy sposob:

def

() Av(x) & A [o(x) = ()],

o(x) rzeX
(0) Vo) & V(6@ Av)
o(x) zeX

Uwaga 1.53. Niech ¢(z,y), gdzie (z,y) € X XY, bedzie funkcja zdaniowa.

Woéwczas wyrazenia:  \ \V ¢(xz,y) 1 A A e¢(z,y) sa zdaniami,
zeR yeR zeR yeR
natomiast formuly: \ ¢(z,y)i A ¢(z,y) sa funkcjami zdaniowymi zmien-
zeR z€R
nej y. W takiej sytuacji zmienna r nazywamy zmienna zwigzang, zas
zmienng y — zmienng wolng. Kwantyfikatory wiaza jedynie zmienne znaj-
dujace si¢ w ich zasiggu.

Uwaga 1.54. Zauwazmy, ze w przypadku, gdy rozwazamy funkcje zda-
niowa ¢(x), ktérej zakresem jest skonczony zbiér X skladajacy sie z ele-
mentoéw ai,as, ... ,ay, WOWCzas

xé\XsO(w) & (plar) Apla2) Ao A plan))

oraz

xé/XsO(:v) & (pla1) Velaz) V... Volap)).

W matematyce kwantyfikatory stuzg gtéwnie do krotszego i bardziej pre-
cyzyjnego zapisu pewnych sformutowan wystepujacych np. w definicjach lub
twierdzeniach. Jednocze$nie dzieki nim jezyk matematyczny staje sie jezy-
kiem uniwersalnym (tzn. zrozumialym bez wzgledu na jezyk, ktérym postu-
gujemy sie na co dzien). I tak np. wyrazenie:
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funkcja f : R +— R nie posiada miejsc zerowych i jest ograniczona,
mozemy zapisa¢ w postaci formuty
~ (V@) =0)] A [V Alf@)] <M.
z€R MeR zeR

7 kolei sformutowanie:

dla kazdej liczby dodatniej € istnieje liczba naturalna K taka, Ze dla
wszystkich liczb naturalnych n wiekszych bgdZ rownych K wyrazy ciggu
(an) sq wieksze od ¢,

wystepujace w definicji granicy niewlasciwej ciagu liczbowego o wyrazie
og6lnym ay, (zob. def. .39), zazwycza] zapisujemy krotko w postaci

AV ANn>K=a,>e¢)
e>0 KeN neN

lub (zgodnie z definicja [.52)
AV A ap > €.

e>0 KeN neNAn>K

Definicja 1.55. Wyrazenie logiczne zawierajace funkcje zdaniowe, ktérych
wszystkie zmienne sg zwiazane kwantyfikatorami, i przyjmujace wartosc¢ lo-
giczng 1 niezaleznie od wyboru tych funkcji nazywamy prawem rachunku
kwantyfikatorow.

Dla dowolnej funkeji zdaniowej ¢(z) o zakresie X, bezposrednio z defini-
¢ji kwantyfikatoréw wynika nastepujace prawo rachunku kwantyfikatoréw:

Ael@) =V o)
zeX zeX

Twierdzenie 1.56 (Prawa de Morgana dla kwantyfikatoréw). Niech
o(z) bedzie funkcjq zdaniowq, ktérej zakresem zmiennoci jest zbior X.
Wowczas

() ~[Ae@)] & V [~e@)],

reX zeX
(2) ~ [ Vo] & Al~e@)]
zeX zeX

Twierdzenie 1.57 (Prawa rozdzielno$ci kwantyfikatoréw wzgledem
funktoréw zdaniotworczych). Niech ¢(x) i (x) beda funkcjami zdanio-
wymi o zakresie X oraz niech S bedzie zmienng zdaniowq lub funkcjo zda-
niowq, ktora nie zalezy w sposcb efektywny od zmiennej x. Wowczas
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(1) A fp@) Av(@)] < [ A p@) A A b))
zeX reX zeX

(2) V [o(x) @[w VOV ()]
rzeX zeX zeX

(3) V lp(@) Av(@)] = |V Avw],
zeX xEX zeX

(4) A lp(@) Vo) <[ A @)V A b@)]
zeX mGX rzeX

(5) A lp(@) = v(@)] = [ A @)= A v@)],
zeX zeX zeX

(6) A lp@) = v@)] = | V@) = V ¥(@),
zeX reX zeX

(7) xé\X <:> LGX }

8) VI @[ (x) v 5],
zeX xGX

9) Ale @[ \/S},
zeX :JcGX

(10) V [p@) AS] & [V o(@) AS].
rzeX zeX

Twierdzenie 1.58. Niech p(z,y) bedzie funkcjq zdaniowq, ktorej zakre-
sem zmiennosci jest zbior X X' Y. Wowczas

(1) A Aoy)e A A ely),

reXyeYy yeYzreX

2) V Ve@y e V Vely),

zeXyeY yeYzeX

B3) V Aey)= A Vey).

yeYreX rzeXyeYy

1.6 Dzialania uogdélnione na zbiorach

W teorii mnogoéci czesto pojawiaja sie zbiory, ktorych elementami sa
inne zbiory — méwimy woéwczas o rodzinie zbioréw. I tak np. zbiér {N,
Z, Q, R} stanowi przyklad czteroelementowej rodziny zbioréw, zas$ zbiér
{{1},{1,2},{1,2,3},... } — przyklad nieskonczonej rodziny zbioréw.

Definicja 1.59. Niech T bedzie zbiorem niepustym, ktory dalej nazywaé
bedziemy zbiorem indekséw, zas X bedzie dowolnym zbiorem. Kazdemu
elementowi t € T przyporzadkujmy pewien podzbidér zbioru X i oznaczmy
go przez A;. Otrzymana w ten sposéb rodzine {A; : t € T} podzbioréw
zbioru X nazywamy indeksowang rodzinag zbioréw i oznaczamy przez

{At}tGT-
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Ponizej podajemy kilka przykladéow rodzin indeksowanych za pomoca
réznych zbioréw indekséw:

b {At}t€{0,1}7 gdZie AD = {0}7 Al - {07 1}7
o {Ai}ien, gdzie Ay jest zbiorem dzielnikéw liczby ¢ € N,
o {Ai}icr, gdzie Ay = (2,12 + 1) dla t € R.

Definicja 1.60. Niech {A;}ier bedzie indeksowana rodzing podzbioréw
ustalonego zbioru X.

(a) Uogdblniong suma rodziny {A;}ier nazywamy zbiér

UAtd:ef{I'eXl \/SUEAt}.
teT teT

(b) Uogdlnionym iloczynem rodziny {A;}cr nazywamy zbiér

def
ﬂAt:{.’BGXI/\.’EEAt}.
teT teT

W analogiczny sposéb mozna zdefiniowa¢ dziatania uogdlnione dla dowolnej
rodziny zbioréw. W przypadku, gdy zbiér indekséw jest dwuelementowy
powyzsza definicja pokrywa sie z definicja [[L33.

Przyktad 1.61. Aby wyznaczyé¢ sume lub iloczyn podanej indeksowanej
rodziny zbioréw nalezy najpierw postawi¢ pewna hipoteze, a nastepnie ja
udowodnié¢, wykorzystujac m.in. odpowiednie prawa rachunku zdan i prawa
rachunku kwantyfikatorow. W ponizszych przyktadach ograniczymy sie tylko
do postawienia hipotez.

(a) Niech 4, = [1+ 1,4+ 1) dlan € N. Wowczas U 4, = (1,5) oraz

n

neN
N A, =[2,4].
neN
(b) Niech A; = (0, z25) dla t € R. Wowezas | A; = (0,1) oraz ) 4; = 0.
teR teR

Korzystajac z praw de Morgana dla kwantyfikatoréw, mozna udowodnié¢
nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 1.62 (Prawa de Morgana dla dzialan uogélnionych).
Dla dowolnej indeksowanej rodziny { As brer podzbioréw ustalonego zbioru X
mamy:

W (Ua) =na.

teT teT

@ (n4a) = U4

teT teT





