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WSTEP

Ksigzka ta powstala w oparciu o wieloletnie wyktady z geometrii analitycz-
nej prowadzone dla studentéw pierwszego roku na kierunku matematyka
semestru letniego w Instytucie Matematyki Politechniki Lédzkiej przez Jana
Kubarskiego, do ktérych ¢wiczenia prowadzit Bogdan Balcerzak.

W starozytno$ci (juz w III tys. p.n.e.) w Egipcie i Mezopotamii dokony-
wano pomiaréw pdl powierzchni gruntéw i objetosci zbéz przechowywanych
w spichrzach. Mierzone ksztalty byly rézne — nie tylko prostokatne, prosto-
padloécienne, ale tez pryzmy, Sciete ostrostupy i inne. Tak sie zrodzila
praktyczna geometria. Poczatki matematyki jako nauki — szczegélnie geo-
metrii — pojawiaja si¢ w XIX w. p.n.e.: a) Mezopotamia — tabliczki gliniane,
w tym najstynniejsza tabliczka Plimptona 322 z uktadem pigtnastu tréjek
pitagorejskich znaleziona w Larsie (starozytne Senkereh) datowana okolo
roku 1800 p.n.e., b) Egipt — papirus Rhinda z zadaniami geometrycznymi
na objetos¢ spichrzow/siloséw do gromadzenia zboza znaleziony w Lux-
orze i przepisany przez Ahmesa w okresie panowania faraona Apophisa-
Auserre (1585-1542) z XV dynastii hyksockiej z okolo 200 lat starszego
niezachowanego oryginalu napisanego w okresie panowania XII dynastii.
Przez nastepne 1000 lat nic znaczacego w matematyce nie odkryto.

W Grecji od Talesa (ur. ok. 620 p.n.e;; zm. ok. 547 p.n.e., Milet)
do Euklidesa (ur. ok. 365 r. p.n.e., zm. ok. 300 r. p.n.e.) rozwinela
sie geometria jako samodzielny przedmiot dociekan naukowych. Talesowi
przypisuje sie, oprécz twierdzenia znanego do dzi$§ jego imieniem (o propor-
cjonalnosci odcinkéw, na ktére podzielone zostaly ramiona kata przez dwie
proste réwnolegle), takze szereg innych twierdzen, np. ze $rednica kota jest
widoczna z punktu lezacego na okregu pod katem prostym, oraz bardzo
wazne spostrzezenie, ktére jest réwnowazne z Postulatem V Euklidesa za-
prezentowanym nizej:

— dla dwu danych ustawionych pod kgtem prostym odcinkéw a,b majgcych
wspdlny wierzchotek istnieje (i to tylko jeden) prostokat o bokach a i b: tzn.
odkladajgc z pozostalych wierzchotkéw odcinki a i b tak, aby dwa odcinki
a 1 dwa odcinki b lezaty naprzeciw siebie, otrzyma sie czworokat, w ktérym
pozostate katy sq proste.

W okresie od Talesa do Euklidesa sformulowano szereg twierdzen, takich
jak np.: o kacie zewnetrznym tréjkata, o katach érodkowych, wpisanych
i dopisanych w okregu. W tym czasie pojawilo si¢ twierdzenie Pitagorasa,
powstala takze teoria podzielnosci (Teajtet, ur. ok. 410 p.n.e.; zm. ok.
368 p.n.e.), a problemy delijskie (podwojenia sze$cianu, kwadratura kola,
trysekcja kata; V w. p.n.e.) doprowadzily do powstania podstaw kon-
strukcji geometrycznych, odkryto wszystkie wielo§ciany foremne (zwane tez
platonskimi). Na uwage zastluguje takze fakt, ze w tym okresie powstaly
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pierwsze dziela systematyzujace geometrie; historyk grecki Proklos (412-
485) w ,Komentarzu do pierwszej ksiegi < <Elementows> Euklidesa” zaSwiad-
cza, ze najwczedniejsze ,Elementy” byly utozone przez Hipokratesa z Chios
(ur. ok. 470 p.n.e.; zm. ok. 430 p.n.e.), nastepne ,Elementy” ulozyl Leon,
mlodszy o pokolenie od Platona. Dopiero jednak Euklides (okoto roku 300
p.n.e.) opracowal w harmonijng calo$¢ zdecydowang wigkszoS¢ znanej wow-
czas geometrii, tworzac pierwszy podrecznik napisany calkowicie pionierska
metoda dedukcyjna, zapoczatkowujac aksjomatyke geometrii. W metodzie
tej wyjSciowym punktem teorii jest przyjecie pojet, zwanych pojeciami
pierwotnymi, ktérych nie definiuje sie w zwyklym sensie. Zamiast tego
ustala sie uklad zdan zwanych aksjomatami, ktére postulujg pewne wlas-
noéci poje¢ pierwotnych i tych zdefiniowanych za ich pomoca. Za twierdzenia
teorii uznaje sie aksjomaty oraz zdania, ktére sa logicznymi konsekwen-
cjami aksjomatéw i dotycza pojet pierwotnych, a takze nowych pojeé¢ (np.
figur geometrycznych) zdefiniowanych dalej w teorii. Przez ponad 2000
lat ,Elementy” stanowily wzorzec Scistosci naukowej. Nie zachowal sie do
naszych czaséw ani jeden antyczny rekopis ,,Elementéw” Euklidesa, oprécz
fragmentéw znalezionych w Egipcie i w Herkulanum (z powodu spalenia
Biblioteki Aleksandryjskiej przez Rzymian w 47 p.n.e. oraz spalenia resztek
papiruséw ze Swigtyni Serapisa w 392 r. przez chrzeScijan za poparciem
cesarza Teodozjusza). SzczeSliwie, to co przetrwalo, zagarneli w 640 r.
mahometanie i wywiezli do centrum naukowego w Bagdadzie. Badania
wykazaly, ze wszystkie znane nam rekopisy oprécz jednego (z Biblioteki
Watykanskiej) kopiuja tekst wydania z IV wieku opracowanego przez Teona
z Aleksandrii (370 r.) — ostatniego przedstawiciela poganskiej nauki hel-
lenistycznej. Pierwsze wydanie drukowane powstalo w 1482 r. w Wenecji
i bylo tlumaczeniem lacinskim Campanusa z tekstu arabskiego. Egzemplarz
znajduje si¢ w bibliotece Uniwersytetu Jagielloniskiego.

Figury geometryczne w teorii Euklidesa zastepowaly przedmioty material-
ne i byly ich idealizacja. Idealizacja sprawia, ze bada si¢ te wlasnosci przed-
miotéw materialnych, ktére dotycza ksztattu i wielkosci, czyli zaleza tylko
od odlegloéci miedzy punktami przedmiotu, a nie na przyklad od materiatu
czy doktadnosci z jaka jest wykonany (nic zatem dziwnego, ze Euklides byt
zwolennikiem Platona takze w zakresie pogladéw filozoficznych — o czym za-
$wiadcza Proklos). WiasnoSci takie nazywane sa geometrycznymi i dotycza
wszystkich figur, ktére nie réznig sie ksztaltem i wielkoScig od badanej
figury. Dwie takie figury nazywaja sie przystajacymi. Dokladniej méwiac,
dwie figury P i ) sa uznane w geometrii euklidesowej za przystajace, jesli
istnieje wzajemnie jednoznaczne odwzorowanie f : P — @, ktére zachowuje
odleglo$¢ punktéw. Takie odwzorowania nazywamy izometriami, a figury P
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i @ nazywamy takze figurami izometrycznymi. Zatem geometria od swego
poczatku jest nauka badajaca wlasnosci geometryczne figur.

We wspoélczesnej geometrii elementarnej (dwu- lub trzywymiarowej) ujete;
aksjomatycznie (Hilbert) mamy pojecia pierwotne: punkt, prosta, ptaszczy-
zna oraz dwie relacje miedzy punktami, trzyargumentows, relacje dotyczaca
tréjek punktéw (a, b, ¢) lezenia punktu b miedzy punktami a i ¢ oraz cztero-
argumentowa dotyczaca czwérek punktéw (a, b, ¢, d) przystawania odcinka
ab do odcinka cd (oznaczajaca taka sama odleglo$é a od b jak odlegloéé ¢ od
d). Te wszystkie pojecia taczy kilkadziesiat aksjomatéw (zob. [6]), z ktérych
wigkszo$¢ znana byla Euklidesowi. Spoéréd nich stynny jest piaty postulat
Euklidesa z ksiegi I, ktérego réwnowazne wspolczesne sformutowanie brzmi:

— przez punkt poza dang prostq L przechodzi co najwyzej jedna prosta
nieprzecinajgca danej prostej L.

Poniewaz dowodzi sig, ze z aksjomatéw (bez tego ostatniego) wynika,
ze taka prosta istnieje, wiec lacznie otrzymujemy wniosek: ze taka prosta
istnieje i jest dokladnie jedna.

Oryginalnie postulat ten ma postac:

— Jezeli prosta przecinajgca dwie proste tworzy z nimi katy jednostron-
nie wewnetrzne o sumie mniejszej miz dwa katy proste, to te dwie proste
przediuzone nieskonhczenie przecinajq sie po tej stronie, po ktdrej znajdujq
ste kqgty o sumie mniejszej od dwdch katow prostych.

Postulat V Euklidesa okazal si¢ niezalezny od pozostalych aksjomatéw —
co zostalo dowiedzione dopiero w XIX w. (Lobaczewski, Bolyai, Gauss) —
a co sprawia, ze dolozenie jego zaprzeczenia nie prowadzi do sprzecznosci,
lecz do pewnej geometrii nieeuklidesowej (najczedciej zwanej geometria
Lobaczewskiego), w ktérej przez punkt poza prosta przechodzi wiecej niz
jedna prosta nieprzecinajaca danej prostej. Podstawowa konsekwencja
aksjomatu Euklidesa jest to, ze w kazdym tréjkacie suma katéw wewnetrz-
nych jest m (w geometrii nieeuklidesowej jest mniej niz ).

Uklad aksjomatéw geometrii elementarnej wraz z Postulatem V Euklidesa
jest pelny, tzn. kazde dwa modele sg izometryczne. Podobnie dotyczy to
geometrii nieeuklidesowej. Modelem dwuwymiarowej geometrii Euklidesa
jest plaszczyzna kartezjanska R? z odlegloécia zadana wzorem Pitagorasa
i w ktérej za proste przyjete sa warstwy wzgledem jednowymiarowych pod-
przestrzeni wektorowych, czyli linie o réwnaniach Ax + By + C' = 0 dla
|A|+|B| > 0. Modelem trzywymiarowej geometrii Euklidesa jest przestrzen
kartezjanska R® z odlegloscia pitagorejska, w ktorej za proste i plaszczyzny
przyjete sa warstwy wzgledem jedno- lub dwuwymiarowych podprzestrzeni
wektorowych. Uogélnienie na wyzsze wymiary jest oczywiste. Reasumujac,
geometrie euklidesowa mozna zada¢ réwnowaznie za pomocg dwu pojec
pierwotnych: punkt i wektor oraz wprowadzona odlegloScig pitagorejska.



10

Wszystkie pojecia geometryczne poczynajac od prostej czy ptaszczyzny daja
sie w tym kartezjanskim modelu zdefiniowac.

Dla porzadku dodajmy, jak wygladaja dwuwymiarowe modele geometrii
nieeuklidesowej:

— model Poincarégo sklada sie z otwartej péiplaszczyzny, w ktérej za
proste przyjete sg pétproste prostopadite do brzegu oraz pélokregi
prostopadte do brzegu,

— pierwszy model Kleina sklada sie z otwartego kola, w ktérym za
proste przyjete sa wszystkie cieciwy,

— drugi model Kleina sklada sie tez z otwartego kola, w ktérym za
proste przyjete sa wszystkie Srednice oraz pélokregi prostopadte do
brzegu.

Galaz geometrii, o ktérej bedzie dalej mowa, nazywa sie analityczng ze
wzgledu na uzywang w niej metode. Metoda ta polega na tym, ze poloze-
nie punktéw wyznacza sie przy pomocy pewnych ciggéw liczb, zwanych
wspdtrzednymi i przy pomocy rachunkéw na tych ciggach bada sie wlas-
noéci geometryczne figur.

Powstanie geometrii analitycznej (Descartes [Kartezjusz] (1596-1650),
Fermat (1601-1665)) nastapitlo po wprowadzeniu do geometrii i badanych
tam figur ukltadu (prostokatnego) wspéhrzednych (a wiec de facto nastapito
wraz z opisywaniem i badaniem figur geometrycznych zanurzonych (za-
wartych) w przestrzeni kartezjanskiej poprzez uklad liczb — wspétrzednych
punktu). Wspétrzedne graja jedynie role narzedzia i stuza tu tylko pomoc-
niczo do opisu punktéw figury, a przy ich pomocy mozna opisaé takze wlas-
noSci geometryczne, ktére w istocie nie moga zaleze¢ od wyboru ukladu
wspolrzednych i polozenia figury w przestrzeni kartezjanskie;j.

Metoda geometrii analitycznej opisu figur i ich wilasnosci przy pomocy
wspolrzednych generuje zjawisko, ktére nie wystepuje w geometrii elemen-
tarnej aksjomatycznej (pochodzacej od Euklidesa), a polegajace na ukryciu
wlasnosci geometrycznych w opisie wspétrzednych i pojawieniu sie czesto
niematych trudnoéci w wychwyceniu tych wlasnoéci z takiego opisu (réw-
nan). Powstaje w ten sposéb bardzo powazna trudnoé¢: jak przy pomocy
wspohrzednych wykry¢ wlasnoéci geometryczne badanych figur. Co wiecej,
takze figury geometryczne (tzn. podzbiory przestrzeni kartezjanskiej wraz
z definicja geometryczng zalezna tylko od odleglo$ci punktéw) mozna okreslié
réwnowaznie w przestrzeni kartezjanskiej przy pomocy wspétrzednych (réw-
nan z ich udzialem). Dlatego szereg figur geometrycznych bedzie mieé
dwie réwnowazne definicje: geometryczng i algebraiczng. Te drugie beda
bardzo uzyteczne w badaniach figur dzieki mozliwoéci wykorzystywania al-
gebry liniowej. A takze sa podstawg metody ciekawego i istotnego za-
stosowania wspélrzednych do geometrii: szukania figury spetiajacej dany
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geometryczny warunek. Znajdujemy réwnanie algebraiczne opisujace za
pomocg, wspolrzednych wszystkie te i tylko te punkty, ktére speliajag ten
warunek. Nastepnie poréwnujemy to réwnanie ze znanymi réwnaniami
réznych tworéw geometrycznych i na tej podstawie rozstrzygamy o rodzaju
otrzymanej figury. Taka sama metodg mozemy rozwiazaé zagadnienie ist-
nienia figury spetiajgcej dany geometryczny warunek. Na przyklad, aby
zbadaé czym jest zbiér punktéw jednakowo oddalonych od dwdéch danych
réznych punktéow plaszczyzny, znajdujemy réwnanie opisujace punkty tego
zbioru i zauwazamy, ze jest to réwnanie ogélne prostej. Aby odpowiedzieé¢ na
pytanie, czy przez cztery punkty w R3 nielezace w jednej plaszczyznie mozna
przeprowadzi¢ sfere, nalezy udowodni¢ istnienie punktu réwnoodleglego od
danych czterech punktéw. Piszemy cztery réwnania opisujace odleglo$c
punktu o zmiennych wspétrzednych (z1, 92, z3) od zadanych punktéw i roz-
wigzujemy ten uklad. Okazuje si¢, ze ma on rozwigzanie i to tylko jedno.

W geometrii analitycznej traktowanej jako wspélrzednos$ciowy (kartezjan-
ski) model geometrii euklidesowej nastepuje uniezaleznienie sie od elemen-
tarnej geometrii euklidesowej poprzez definiowanie wszystkich poje¢ geo-
metrycznych za pomoca wspotrzednych kartezjanskich i odlegtoSci (metryki).
Takze na gruncie przestrzeni kartezjanskich (R — prosta jako model geo-
metrii euklidesowej jednowymiarowej, R? — plaszczyzna jako model geo-
metrii euklidesowej dwuwymiarowej, R? — przestrzen jako model geometrii
euklidesowej tréjwymiarowej) jest naturalne traktowac wszystkie przypadki
réznych wymiaréw jednakowo, co nie prowadzi do nowych trudnosci, lecz
czesto upraszcza lub wyjasnia lepiej szereg pojec i, co wazne, jest naturalne
z punktu widzenia stosowania podstaw algebry liniowej. Takie podejscie ma
precedensy, np. w ksiazkach Bieberbacha [4] czy Borsuka [5].

Poniewaz przeksztalcenia izometryczne figury na siebie (w szczegélnoSci
calej przestrzeni kartezjanskiej na siebie) tworza grupe, a wlasnos¢ geo-
metryczna figury to taka, ktéra przystuguje takze kazdej figurze izometrycz-
nej z zadana, wiec mozna powiedzieé, ze pojecia geometryczne sa niezmien-
nikami grupy izometrii. Zmieniajac ewentualnie grupe izometrii na inng
grupe przeksztalcenn mozna uzyskaé¢ inne pojecia geometryczne — niezmien-
niki wzgledem tej innej grupy przeksztalcen. Taka idee geometrii przyjat
Felix Klein w swoim programie erlangenskim (1872 r.): geometria jest to
teoria niezmiennikéw wzgledem zadanej grupy przeksztalcen. Przykladami
typowymi sa: grupa izometrii (geometria euklidesowa), grupa podobienstw
(geometria podobienstw), grupa afiniczna (geometria afiniczna), grupa prze-
ksztalcen rzutowych (geometria rzutowa). Idac znacznie dalej i rozwazajac
grupe bijekcji ciaglych otrzymujemy topologie, a jeszcze dalej rozwazajac
bijekcje otrzymujemy teorie mnogosci.
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Poczatkowo, wyklad z geometrii analitycznej, na podstawie ktérego po-
wstata ta ksiazka wzorowany byt na pracy K. Borsuka [5] (gléwnie roz-
dziaty I, II, IIT i V), w ktorej gtéwna my$l byla taka, aby rozwinaé¢ bada-
nia podstawowych poje¢ geometrii analitycznej (prosta, plaszczyzna, k-
wymiarowa hiperplaszczyzna) uzywajac jedynie definicji geometrycznych
(k-wymiarowa hiperplaszczyzna to obraz H = f[R*] w odwzorowaniu f :
R* — R™ zachowujacym odlegloéé — tj. izometrii na swéj obraz — okreslonym
na calej przestrzeni kartezjanskiej R¥; dla k = 1 zbiory H nazywamy
prostymi, dla k = 2 — plaszczyznami). Dopdki nie wiemy jednak jak
wygladaja wszystkie takie izometrie, nie mozemy sie przekona¢, czy tak
otrzymane proste i plaszczyzny odpowiadajg temu, co oczekujemy. Badanie
izometrii, jej postaci analitycznej (wzor) zostaly w ksiazce Borsuka zbiorczo
opracowane dopiero w rozdziale V w cyklu podstawowych twierdzen o izo-
metriach. Metoda ta zostala zarzucona i wyktad o hiperplaszczyznach zostat
poprzedzony badaniami izometrii okreSlonymi globalnie na calej przestrzeni
kartezjanskiej i wyprowadzeniem wzoru na taka izometrie. Sprawilo to,
ze do badania wlasno§ci geometrycznych hiperptaszczyzn mozna bylo uzyc
aparatu algebry liniowej (w tym macierzy ortogonalnych). Takze wiele
twierdzen ich dotyczacych uzyskato prostsze dowody. Definicja geometryczna
k-wymiarowej hiperplaszczyzny posiada algebraiczny ekwiwalent: jest to
po prostu warstwa wzgledem k-wymiarowej podprzestrzeni wektorowej co
odpowiada jak najbardziej naszym intuicjom geometrycznym euklidesowym.
W przypadku k = 1 na plaszczyznie R? otrzymujemy (dzieki definicji al-
gebraicznej) twory (podzbiory) o znanych réwnaniach postaci Az+By+C =
0 (JA| + |B|] > 0) — czyli zwykle proste w R2. Z punktu widzenia algebry
liniowej sg to warstwy wzgledem jednowymiarowych podprzestrzeni wek-
torowych danych réwnaniami postaci Az + By = 0. W przypadku k& = 2
w przestrzeni R? mamy twory o réwnaniach Az + By + Cz + D = 0, gdzie
|A| + |B| + |C] > 0 — czyli plaszczyzny w R3, ktére jako warstwy wzgle-
dem dwuwymiarowych podprzestrzeni wektorowych sa zbiorami rozwigzan
réwnan jednorodnych Az + By + Cz = 0.

Poprawne, jasne, logicznie wylozenie poczatkéw geometrii analitycznej
nastrecza pewnych trudnos$ci zwigzanych z tym, ze do intuicyjnie jasnego od
samego poczatku wyktadu geometrii analitycznej przydaloby si¢ uzywanie
takich poje¢, jak linia prosta, osie wspélrzednych czy kat zorientowany,
ktére w jakim$ sensie posiadamy z kursu szkoly éredniej. Niektérzy au-
torzy podrecznikéw tak postepuja, piszac jakby pojecia te byly wcze$niej
znane. Jednakze takie zalozenie przeczy podstawowej zasadzie — szczegélnie
przyjetej w geometrii juz od Euklidesa — wyktadu dedukcyjnego, czyli takiej,
w ktorej nie uzywa sie poje¢ wczeSniej na wyktadzie niezdefiniowanych,
a wiec nieodwolywania sie do poje¢ geometrii analitycznej z kursu w szkole
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Sredniej. Jedna z gtéwnych przyjetych w naszej ksiazce zasad jest wylozenie
geometrii analitycznej metoda dedukcyjng. Duza trudno$é sprawia pojecie
kata zorientowanego o danym ramieniu pierwszym i danym drugim (beda-
cymi pélprostymi wychodzacymi z tego samego punktu) o zadanej z gory
mierze tukowej o € R bedaca dowolna liczba rzeczywista, zaréwno dodat-
nig jak i ujemna, takze dowolnie duzg. Aby takie pojecie mialo sens geo-
metryczny, musi pojawi¢ sie wczedniej geometryczna definicja pétprostej,
a zatem takze pojecie izometrii i pojecie wlasnoséci geometrycznej danej
figury. Dlatego pojecie to bedzie przedstawione w dalszej czeSci wykladu
(pojawi sie dopiero w rozdziale széstym). Waznym przykladem izometrii
dwuwymiarowej przestrzeni na siebie jest odwzorowanie liniowe ¢, : R? —

R? 0 macierzy
cosa —sinao
sin o Ccos «

(a € R). Sens geometryczny tego odwzorowania polega¢ ma na tym, ze ma
ono we wspoéhrzednych kartezjanskich (a wiec analitycznie) opisywaé obrét
plaszczyzny o kat zorientowany o mierze tukowej «, tzn. wybierajac jako
pierwsza dowolna pélprosta L wychodzaca z poczatku ukladu wspoéirzed-
nych, jej obraz L' = ¢,[L] jako druga polprosta ma by¢ drugim ramieniem
kata zorientowanego o mierze tukowej o. Rzecz w tym, ze do pojecia kata
zorientowanego jest jeszcze daleka droga. Autorzy zatem przyjeli, ze naj-
pierw okresli sie tatwe do zbadania pojecie izometrii ¢, i jedynie zaznaczy
przy tej okazji, ze geometryczne znaczenie jako analitycznego opisu obrotu
o kat zorientowany bedzie wyjasnione p6zniej, po wprowadzeniu pojecia kata
zorientowanego. Pewnym uzasadnieniem tej kolejnoéci jest fakt méwiacy
o tym, ze dla maltych liczb o € (—2m,27) do$é¢ latwo jest réwnowaznie
opisa¢ kat zorientowany jako cze$t¢ plaszczyzny zawarta miedzy dwiema
pétprostymi wychodzacymi z tego samego punktu, przyjmujac jedna z tych
potprostych jako poczatkowe ramie, a druga jako koncowe ramie (kat taki
moze by¢ wypukly lub wklesty). Definicja taka nie nadaje sie na uogélnienie
dla wigkszych liczb a. Kat zorientowany o takiej mierze a, ze || > 27 nie
moze byt opisany jako cze$¢ plaszczyzny. Odpowiednia definicje podajemy
w rozdziale 6.

W geometrii analitycznej istotne znaczenie maja fundamentalne twierdze-
nia o izometriach. W ksiazce Borsuka [5] znajduja sie w jednym rozdziale,
znajdujacym sie dopiero po rozdziale o hiperpowierzchniach. W wyktadzie
przyjeliSmy inng koncepcje: twierdzenia te sg zamieszczone tam gdzie po-
jawiaja sie w sposéb naturalny. Wyréznione sa w tekScie pod nazwami
twierdzen ,podstawowe twierdzenia o izometriach”. Sa to twierdzenia 4.4.4,
5.3.8, 10.2.3, 11.3.1.
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Zamierzeniem autoréw bylo napisanie ksigzki, ktéra moze stuzyé jako
podrecznik do wykladu z geometrii analitycznej dla studentéw pierwszego
roku studiéw na kierunku matematyka. Ksiazka ta jest wiec tylko wstepem
do geometrii analitycznej, nieobejmujacym wielu bardziej zaawansowanych
jej dzialéw. Jej celem jest wprowadzenie w krag zagadnien podstawowych
za pomocy $rodkéw mozliwie elementarnych. Zaktada elementarng wiedze
z algebry liniowej w zakresie wyznacznikéw, uktadéw réwnan liniowych
i przestrzeni wektorowych, a takze znajomo§¢ funkcji trygonometrycznych.
W kontekscie przestrzeni wektorowych wymaga zrozumienia pojet¢: warstwy
wzgledem podprzestrzeni wektorowej, sumy algebraicznej podprzestrzeni
wektorowych, sumy prostej podprzestrzeni wektorowych oraz ortogonalnego
uzupelnienia wzgledem danego iloczynu skalarnego.

Kolegom z zespolu prowadzacego ¢wiczenia do wyktadu (i nie tylko im)
pragniemy goraco podzigkowaé za cenne uwagi i sugestie. Szczegélnie pp.
Ewie Marciniak, Jackowi Rogowskiemu (ktéry poczynil szereg istotnych
uwag we wczedniejszej fazie przygotowywania ksiazki), Szymonowi Glabowi,
Jerzemu Kalinie, Bogdanowi Koszeli oraz takze Stanistawowi Wronskiemu
i Henrykowi Debinskiemu. Ci dwaj ostatni przygotowuja specjalny skrypt
obejmujacy komputerowe ¢wiczenia z geometrii analitycznej. Do zespotu
prowadzacego zajecia do wyktadu z geometrii analitycznej ostatnio dotaczyli
takze doktoranci pp. Alicja Krzeszowiec, Jakub Klima, Adam Majchrzycki,
Emilia Szymonik. Im réwniez dzigkujemy za wnikliwe przeczytanie manu-
skryptu tej ksigzki podczas przygotowywania si¢ do prowadzenia ¢wiczen.
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