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Wstep

Pomyst i szczegdltowa koncepcja prezentowanej publikacji ,,Wybrane kon-
strukcje matematyki teoretycznej...” sa wynikiem obserwacji stanu wiedzy
niezbyt licznej grupy studentéw matematyki studiéw doktoranckich pro-
wadzonych od 2012 r. na Wydziale FTIMS Politechniki F.édzkiej. Absol-
wenci matematyki, po studiach z réznych uczelni, prezentuja na ogot dosé
zaawansowana wiedze dotyczaca z zasady waskich dyscyplin matematyki,
pojmowanych jako odrebne i wlasciwie niezalezne — niepowigzane w istotny
sposOb ze soba. Zasadniczym celem pracy jest zatem pokazanie czytelniko-
wi wzajemnego przenikania wybranych, wskazanych w tytule dzialéw ma-
tematyki, lokujacych sie w poblizu szeroko pojetej analizy matematyczne;j.
Topologia, teoria miary i calki, a takze rachunek prawdopodobienstwa na
$rednio zaawansowanym poziomie stanowia w ramach matematyki na stu-
diach politechnicznych do$é¢ ktopotliwy material wyktadowy: dwie pierwsze
dyscypliny — ze wzgledu na wymagany witasciwy poziom abstrakcji, nato-
miast probabilistyka — z uwagi na wyrazng i pilna potrzebe zastosowan, co
skutkuje istotnymi uproszczeniami w zakresie teorii.

Nizej podpisany zaklada, ze czytelnik zetknal sie w ramach standardo-
wego kursu z podstawowymi pojeciami i twierdzeniami omawianej teorii,
a w prezentowanym tekscie dostrzeze precyzyjny uktad twierdzen i defi-
nicji skracajacych lub upraszczajacych ,Sciezke dostepu” do klasycznych,
bardziej zaawansowanych wynikow. Przyklady takiego podejscia czytelnik
znajdzie w rozdziale 1 — dla miary Lebesgue’a oraz w rozdziale 3 dla catki Le-
besgue’a wzgledem dowolnej miary. Miara Lebesgue’a na prostej jest zatem
zdefiniowana jako uzupetnienie jedynej miary borelowskiej, ktéra odcinkom
przypisuje ich dlugoé¢. Definicja jest tu oczywiscie potaczona z twierdze-
niem o istnieniu i jednoznacznosci takiej miary, a rozumowanie i szczegoty
konstrukcyjne wykorzystane w dowodzie stanowia w kolejnym podrozdziale
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podstawe dla wprowadzenia twierdzenia Carathéodory’ego, majacego prze-
ciez duzo szersze znaczenie w konstrukcji miar. Dla odmiany tradycyjnie
definiowana catka Lebegue’a jest z reguly wynikiem kilkuetapowego pro-
cesu konstrukeji, ktorej CEL czytelnik poznaje dopiero poprzez wlasnosci
tego, co powstato.

Zgodnie 7z tytulem, kolejne rozdzialty i podrozdzialty podrecznika koncen-
truja sie na prezentacji szeregu konstrukcji, poczynajac od funkcji rzeczy-
wistych, ktorych istnienie postuluja lemat Urysohna i twierdzenie Tietzego,
a konczac na twierdzeniu Riesza o dualno$ci w przestrzeniach LP. Przy-
gotowywane réwnolegle opracowanie ,,Konstrukcje II...” [5] zaczyna sie od
twierdzenie Radona—Nikodyma, a koniczy na ruchach Browna ogladanych
takze z perspektywy miary Wienera w przestrzeni funkcji ciagtych C(R).
Celowo zostaly pominiete w tym cyklu zwiazki pomiedzy topologia i alge-
bra, stanowiace podstawy Topologii Algebraicznej, gdyz znalazly one swoje
rozwiniecie w osobnej pracy, opublikowanej wczesniej [3].

Rozdzial [l grupuje przestrzenie omawiane w dalszych czesciach niniej-
szego opracowania i ma na celu ustalenie terminologii i przyjetych oznaczen.
Przypomniano podstawy topologii i przestrzeni metrycznych, zatrzymujac
sie w szczegblnosci przy aproksymacji funkcji max i min w podprzestrze-
niach funkcji ciaglych i ograniczonych oraz przy charakteryzacji zupetno-
$ci przestrzeni unormowanych poprzez zbieznoéé szeregéw. Podrozdzial
obejmuje wlasnosci przestrzeni mierzalnych i ich odwzorowan. Przedsta-
wiono tu naturalne etapy konstrukcji o—ciata generowanego przez rodzine
zbiorow, w tym szczegdly zaleznosci pomiedzy o—cialami i o—pierscieniami
(oraz wprowadzonymi przez autora J—pierscieniami).

Kolejny podrozdziatl dotyczy miar borelowskich i obejmuje charaktery-
zacje oraz konstrukcje miary Lebesgue’a na prostej, a takze jawny opis bi-
jekcji pomiedzy skonczonymi miarami borelowskimi w R i ich uogélnionymi
dystrybuantami. Tematyka miar borelowskich jest rozwijana w podrozdzia-
le[T4] gdzie badany jest problem jednoznacznos$ci rozszerzenia miary, a takze
regularnos¢ i pojecie stabej zbieznosci skonczonych miar w przestrzeniach
metrycznych. Twierdzenie Carathéodory’ego sformutowane jest w podroz-
dziale Zamiast przytaczaé¢ dostepny powszechnie w literaturze dowdd,
autor koncentruje sie na waznym przypadku rozszerzenia miary zdefinio-
wanej wczesniej na danym polpierscieniu, co w szczegélnosci prowadzi do
twierdzenia Hahna-Kolmogorowa.

Ostatni podrozdzial rozdzialu 1 zwraca sie ponownie ku topologii i kie-
ruje uwage czytelnika na szczegdlne wlasnosci przestrzeni zwartych i lo-
kalnie zwartych. Klasyczne twierdzenie Stone’a—Weierstrassa zostalo sfor-
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mutowane i dowiedzione w wersji rozszerzonej, z ktérej bezposrednio wy-
nika charakteryzacja topologii przestrzeni zwartej przez strukture algebry
funkcji ciaglych, znana jako twierdzenie Gelfanda—Kolmogorowa. Analogicz-
ne wlasnosci przestrzeni lokalnie zwartych autor wyprowadza, korzystajac
z uzwarcenia Aleksandrowa. Cykl konstrukeji dotyczacych przestrzeni lokal-
nie zwartych konczy charakteryzacja osrodkowych przestrzeni metryzowal-
nych, pojecie rozktadu jednosci oraz wprowadzenie o—pierécienia zbiorow
Baire’a.

Podobne pojecia produktu przestrzeni topologicznych i przestrzeni mie-
rzalnych, wychodzace z teorii mnogoéci, znajduja wspélny opis w rozdziale
2 w ramach teorii kategorii. Kategorie dostarczaja takze czytelnego kontek-
stu dla pojecia podprzestrzeni oraz dla uzupelnienia przestrzeni metrycznej.
Specyfika omawianych tu poje¢ w kazdej z rozwazanych kategorii stanowi
treéé podrozdzialu 2221 gdzie w szczegdlnosei zostalo wykazane twierdzenie
Tichonowa o produkcie przestrzeni zwartych.

Podrozdziat zawiera charakteryzacje miary produktowej oraz szcze-
gélowy dowdd twierdzenia o istnieniu (i jednoznacznosci) produktu skon-
czonej liczby dowolnych miar — bez klasycznego w tym kontekscie zalozenia
o—skonczonosci. Dla miar probabilistycznych rozszerzono konstrukcje na
dowolng rodzine miar, przy czym petny dowdd istnienia — bez jakichkolwiek
ograniczen na przestrzenie mierzalne — konczy sie dopiero w rozdziale 3,
gdzie autor korzysta z wlasnosci calki Lebesgue’a.

Kolejne podrozdzialy koncentruja sie na topologii i zawieraja charakte-
ryzacje homeomorfizméw danej przestrzeni topologicznej na podprzestrzen
produktu kartezjanskiego, co prowadzi do wlozenia dowolnej przestrzeni
Tichonowa w zbiér zwarty bedacy stosowna potega (produktem) odcin-
ka jednostkowego. Wychodzac od otrzymanego w ten sposob uzwarcenia
Cecha-Stone’a autor zmierza nastepnie — z pomoca twierdzenia Stone’a—
Weierstrassa — w strone charakteryzacji wszystkich mozliwych uzwarcen
przestrzeni Tichonowa. Rozdzial konczy odrebna, nieco uproszczona kon-
strukcja Wallmana korzystajaca z uniwersalnego charakteru maksymalnego
uzwarcenia.

Rozdzial 3 obejmuje aksjomatyczna charakteryzacje caltki Lebesgue’a,
w ktérej klasyczna konstrukcja catki jest czedcia dowodu istnienia. Oczywi-
ste — w tym kontekscie — twierdzenie o zamianie zmiennych zostato uzupet-
nione o jawna postac¢ dla dyfeomorfizmu i catki wzgledem miary Lebesgue’a
w R™. Podrozdziat zawiera sformutowanie i dowdd ogdlnego twierdze-
nia Fubiniego—Tonellego dla catki wzgledem produktu miar. Kolejny podroz-
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dzial zawiera takze dowdd zupelnosci przestrzeni LP — funkcji catkowalnych
z p—ta potega, dla p > 1 wprowadzenie do dualnosci.

Zycze uwaznej lektury — Grzegorz Andrzejczak.
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