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PRZEDMOWA

Niniejsza ksigzka stanowi rozszerzenie i modyfikacje podrecznikow
pt. ,,Mechanika” 1 ,,Mechanika techniczna” mojego autorstwa wydanych
przez WNT, Fundacja Ksigzka Naukowo-Techniczna, Warszawa, w la-
tach 2007 i 2009.

Prowadzone na bazie wspomnianych podrecznikéw wyklady i ¢wi-
czenia na Wydziale Mechanicznym na kierunkach ,,Mechatronika”
i,,Transport” oraz na studiach doktoranckich z ,,Mechaniki” wptynety na
wychwycenie niektérych z niescistosci i wprowadzenie stosownych po-
prawek do tekstu tej ksigzki.

Wprowadzenie kilku zupetnie nowych rozdziatéw i znaczne modyfi-
kacje juz istniejacych spowodowato ukierunkowanie tej ksigzki do stu-
dentéw, doktorantéw 1 pracownikéw naukowych wyzszych uczelni tech-
nicznych.

Uzupetnienie tej ksigzki stanowi podrecznik/monografia pt. ,,Mecha-
nika techniczna i stosowana. Dynamika”.

Obydwie te pozycje o charakterze podrecznika i monografii maja
stanowi¢ kompendium wiedzy dotyczacej mechaniki klasycznej z uwy-
pukleniem jej nowych gat¢zi rozwoju, co w zamierzeniu powinno ozywic
mechanike 1 wzmocni¢ zainteresowanie nig wsrdd szerokiej rzeszy Czy-
telnikow, a w tym gtéwnie inzynieréw. W ksigzkach skoncentrowano si¢
na prezentacji szerokiego wachlarza prostych i ztozonych probleméw
w ujeciu wektorowym i przestrzeganiu jednolitego matematycznie zo-
rientowanego podejscia do opisu i wyjasnienia wielu nawet ztozonych
i czgsto zupetnie nowych dziatéw mechaniki klasycznej. Stanowig one
wyraz konsekwentnego dazenia autora do potgczenia mechaniki tech-
nicznej zorientowanej inzyniersko z mechanikg klasyczng wykladang na
wydziatach fizyki i matematyki stosowanej.

Ponadto w obydwu ksigzkach staratem si¢ zawrze¢ krétkie opisy
charakteryzujgce wielkie postacie matematyki i mechaniki, ktérych na-
zwiska pojawiajg si¢ w tekscie. Celem takiego podej$cia byto uwypukle-
nie rysOw historycznych rozwoju mechaniki i wskazanie na istotng role
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jej drugiego (oprécz formalnego matematycznego) humanistycznego
oblicza.

Praktyka dydaktyczna autora oraz trudnosci z modyfikacja nauczania
matematyki skierowanej na potrzeby inzynierskie doprowadzity do po-
wstania ,,Dodatku”, w ktérym przedstawiono wiedz¢ w ,,pigutce” zwig-
zang z rachunkiem wektorowym i macierzowym wykorzystywanym
w tej ksigzce.

W rozdziale 1 wprowadzono szereg podstawowych pojec¢ i praw sto-
sowanych w mechanice, a w szczegdélnosci zasade d’ Alemberta i zasadg
prac przygotowanych, ktére sg nastgpnie wykorzystywane w dalszych
rozdziatach ksigzki. Na uwage zastuguje p. 1.4 poswigcony zagadnie-
niom przemieszczen rzeczywistych, wirtualnych i wariacji funkcji.

Rozdzial 2 dotyczy wybranych zagadnien statyki, ze szczegdlnym
uwypukleniem geometrycznych warunkéw rownowagi (wieloboku sznu-
rowego) oraz redukcji przestrzennego uktadu sit. Ponadto obszerng czes¢
tego rozdziatu stanowi problematyka zwigzana z klasycznym rozumie-
niem tarcia 1 jego modelowaniem. Wprowadzono w nim wiele nowych
twierdzen i definicji, a na uwage zastuguje podrozdzial poswiecony od-
dziatywaniom mechanicznym, wig¢zom i podporom. Tematyka podroz-
dziatu, dotyczacego redukcji przestrzennego uktadu sit do dwoch sit
skosnych, nalezy do rzadko opisywanej w literaturze polskiej zwigzanej
z mechanikg. Na uwage zastuguja podrozdziat zatytulowany ,,Tarcie
a ruch wzgledny” oraz podrozdziat dotyczacy tarcia ciggien opasujacych
walec o przekroju kotowym.

Rozdziat 3 stanowi obszerne opracowanie dotyczace tzw. geometrii
mas. Po wprowadzeniu poje¢¢ podstawowych i momentéw II rzedu wiele
uwagi poswiecono macierzy bezwtadnosci i jej transformacjom. Opisano
rOwniez zagadnienia zwigzane z tensorem bezwtadnos$ci, osiami gtow-
nymi i elipsoidg bezwtadnosci. Ta ostatnia problematyka zostata przed-
stawiona bardziej formalnie w stosunku do materiatu przedstawianego
w klasycznych podrgcznikach z mechaniki ogélne;.

Ponadto wprowadzono zupetnie nowe podrozdziaty w stosunku do
wymienionych wczesniej ksigzek wydanych przez WNT, takie jak p. 3.5
pt. ,,Wtasnosci giéwnych i gtéwnych centralnych osi bezwtadno$ci” oraz
p. 3.6 pt. ,,Wyznaczanie momentéw bezwtadnosci ciata sztywnego™.

W rozdziale 4 autor rozwaza zagadnienia dotyczace kinematyki
punktu. W p. 4.1+4.3 opisano ruch punktu w ptaszczyznie, ruch prostoli-
niowy oraz ruch krzywoliniowy w plaszczyznie. W p. 4.4 opisano ruch
jednostajny po okrggu i po proste] w ujeciu wektorowym. Nastgpnie
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wprowadzono pojecie promienia wodzgcego oraz wspoirzednych prosto-
katnych i krzywoliniowych w przestrzeni. Znacznie szerzej w stosunku
do klasycznych podrecznikéw z mechaniki opisano problematyke zwia-
zang ze wspotrzednymi normalnymi. Zostaly wprowadzone i rozszerzone
pewne pojecia z rachunku tensorowego oraz bazy kowariantne i kontra-
wariantne, co wykracza poza klasyczne opracowanie z mechaniki ogél-
nej. Ponadto rozdziat ten zostal wzbogacony o podrozdzial dotyczacy
kinematyki tancuchéw kinematycznych i stosowanej w niej notacji De-
navita-Hartenberga, co otwiera nowe mozliwosci zastosowan mechaniki
klasycznej, zwtaszcza w robotyce i teorii manipulatoréw. Rozdziat kon-
czy opis 1 klasyfikacja probleméw kinematyki.

Rozdziat 5 dotyczacy kinematyki ciata sztywnego nalezy do najbar-
dziej obszernych rozdzialéw tej ksigzki. Rozdzial ten zawiera trzy zmo-
dyfikowane i poprawione podrozdzialy pt. ,,Metody wektorowe w kine-
matyce ruchu ptaskiego”, ,,Ruch ptaski ztozony punktu” i ,,Ruch ztozony
ciala sztywnego”. Opisano w nim szczegétowo zagadnienia ruchu poste-
powego i obrotowego ciala sztywnego, jego ruch ptlaski i ruch w prze-
strzeni oraz ruch kulisty ciata sztywnego. Szczegdlng uwage w tym roz-
dziale zwrécono na wprowadzone katy Eulera 1 kinematyczne réwnania
Eulera. Podano réwniez wiele twierdzen (i czesto réwniez ich dowody)
zwigzanych z przemieszczeniem i obrotem ciata sztywnego. Rozdziat ten
uwypukla interpretacje geometryczng mechaniki i pokazuje zalety wyko-
rzystywania rachunku wektorowego.

Rozdziat 6 obejmuje kinematyke ciata odksztalcalnego. W p. 6.1
opisano role¢ i znaczenie tensorow w mechanice, a w p. 6.2 szczegétowo
opisano tensor napr¢zen oraz podstawowe elementy rachunku tensoro-
wego oraz wskazano na potrzebg jego stosowania w mechanice, zwlasz-
cza w zagadnieniach statycznie niewyznaczalnych.

Ksigzke konczy ,,Dodatek” obejmujacy podstawowe wiadomosci
z rachunku wektorowego i macierzowego.

Wyrazam glebokie podzickowanie dr. Krzysztofowi Januszkiewi-
czowi za bardzo rzetelne sprawdzenie tekstu i wychwycenie wielu uchy-
bien 1 pomytek. Dzigkuje rowniez mgr. Markowi Kazmierczakowi za
pomoc przy sktadaniu tekstu i wiele uwag krytycznych prowadzacych
w efekcie do poprawy przekazu tresci tej ksigzki.

Autor



Rozdzial 1
PODSTAWY MECHANIKI

1.1. POJECIA PODSTAWOWE

Mechanika stanowi jeden z dziatéw fizyki. Arystoteles1 nalezy do
pierwszych uczonych, ktéry wprowadzit poj¢cie mechanika. Poczatkowo
rozw0j mechaniki byl zwigzany z rozwojem wiedzy dotyczacej modelo-
wania wszech$wiata, a w tym ruchéw planet. Platon?, Eudoksos® i Ary-
stoteles nalezg do twoércow ukladu stref homocentrycznych (ludzkosc
zajmuje w nich centralne miejsce), natomiast Apoloniusz®, Hipparchos’
i Ptolemeusz’ byli twércami uktadu epicyklicznego. Teoria przez nich
rozwinigta, gdzie nieruchoma Ziemia byta osrodkiem Wszechs§wiata,
zwana jest geocentryczng.

Jak wspomniano, twércg tej teorii byl Ptolemeusz, uczony aleksan-
dryjski, ktéry opart si¢ na pracach Hipparchosa, jednego z najwigkszych
astronomow starozytnosci. Ten ostatni ztozono$¢ ruchu planet przy za-
chowaniu centralnego potozenia Ziemi wyjasnil poprzez wprowadzenie
kombinacji ruchéw kotowych.

Teoria geocentryczna bazuje na zalozeniu, ze nieruchoma Ziemia
jest potozona w $rodku wszechswiata, a woko6t Ziemi kraza pozostale

! Arystoteles (384-322 p.n.e.), wielki filozof grecki (uczen Platona).

? Platon (428-348 p.n.e.), grecki filozof i matematyk.

? Eudoksos z Knidos (408-355 p.n.e.), grecki filozof, matematyk i astronom.
*Apoloniusz z Pergi (260-190 p.n.e.), astronom i matematyk grecki (zajmowat sie
krzywymi stozkowymi i badaniem ruchu Ksi¢zyca).

> Hipparchos z Nikei (190-120 p.n.e.), astronom matematyk i geograf grecki uwazany
za prekursora naukowych podstaw astronomii.

® Klaudiusz Ptolemeusz (100-168), matematyk, astronom i geograf grecki; jeden z twér-
c6w pogladu geocentrycznego.

11



1. PODSTAWY MECHANIKI

ciala niebieskie w ksztalcie kul poruszajacych si¢ jednostajnie po
orbitach kotowych.

Arystoteles, bedacy niepodwazalnym autorytetem w dziedzinie filo-
zofii 1 mechaniki, popelnit jednak zasadniczy btad, ktéry niekorzystnie
wplynal na rozwdj mechaniki, gdyz zaktadal, ze prawa okreslajace ruch
cial na Ziemi sg inne niz prawa ruchu ciat niebieskich. Dopiero Galile-
usz’ przeszto dwadziescia wiekéw pézniej wskazat na btedno$é pogla-
déw Arystotelesa.

Model heliocentryczny, w ktérym Stonce jest srodkiem $wiata, zostat
wprowadzony przez Mikotaja Kopernika® w jego fundamentalnym dziele
,De revolutionibus orbium coelestium”. Poglad ten zostal nast¢pnie
zmodyfikowany przez Giordano Bruno’. Uwazat on, ze uktad stoneczny
jest jedynie jednym z nieskonczenie wielu takich uktadéw we wszech-
swiecie.

Problemy zwigzane z ruchem ciat zostaty po raz pierwszy wysunigte
na plan pierwszy przez Galileo Galilei zwanego Galileuszem. Galileusz
byt goracym zwolennikiem pogladu Kopernika i1 jemu przypisuje si¢ od-
krycie prawa ruchu wahadta (1583) oraz prawa swobodnego spadania
ciat (1602).

Ogromny wktad do rozwoju mechaniki wtozyt Johannes Kepler'”
(1571-1630). Sformutowat on trzy nastgpujace prawa ruchu planet w opar-
ciu 01 ?bserwacje empiryczne wczesniej poczynione przez Tychona Bra-
hego™:

1. Kazda planeta porusza si¢ po eliptycznej orbicie lezacej w statej
ptaszczyznie przechodzacej przez Stonce znajdujace si¢ w jed-
nym z ognisk elipsy.

2. Promien wodzacy dowolnej planety, zaczepiony w ognisku orbity
eliptycznej w miejscu, gdzie znajduje si¢ Stonce, zakresla w jed-
nakowym czasie wycinki o jednakowej powierzchni.

3. Kwadraty okreséw obiegu planet sg proporcjonalne do szescia-
néw ich Srednich odleglosci od Stonca.

" Galileusz (1564-1642), wtoski filozof, astronom, astrolog i fizyk; potwierdzit teori¢
heliocentryczng Kopernika.

¥ Mikotaj Kopernik (1473-1543), polski astronom i matematyk; twérca teorii heliocen-
tryczne;j.

? Giordano Bruno (1548-1600), wtoski duchowny katolicki, filozof.

' Johanes Kepler (1571-1630), niemiecki matematyk, astronom i fizyk.

"' Tycho Brahe (1546-1601), astronom dufiski.
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1.1. Pojecia podstawowe

Prawa Keplera stanowity podwaliny dla mechaniki Isaaca Newto-
na'’. Newton zalozyl, ze przestrzen jest jednorodna i izotropowa, a zja-
wiska sg jednorodne ze wzgledu na wyboér chwili czasu. Wyprowadzone
przez Newtona réwnania sg niezmiennicze wzgledem transformacji Gali-
leusza. Klasyczna mechanika nazywana jest mechanikq niutonowskq.

Mechanike mozna réwniez zdefiniowa¢ jako nauke o ruchu ciat.
Mechanika zamiast obiektow rzeczywistych postuguje si¢ ich modelami.
Ogodlnie rzecz biorgc, model danego obiektu (ciata) jest obrazem od-
zwierciedlajacym jego cechy wazne przy badaniu istotnych dla danej nauki
zjawisk. Do podstawowych modeli stosowanych w mechanice naleza:

Punkt materialny — cialo o wymiarach tak matych, ze moze by¢ uwa-
zane za punkt w sensie geometrycznym, ale posiadajacy mase. Nalezy tu
jednak podkresli¢, ze w praktyce za punkt materialny przyjmuje si¢ ciata
bez wzglgdu na ich wymiary geometryczne, ktérych predkosci katowe
sg z zalozenia zerowe lub wykonywany ruch obrotowy moze by¢ pominigty.

Uktad punktow materialnych — zbiér punktéw materialnych.

Ciato sztywne — jest to taki obiekt materialny, w ktérym odlegtosci
pomiedzy jego elementami pozostaja niezmienione pod dzialaniem do-
wolnie duzych sit.

Uktad ciat sztywnych — zbiér ciat sztywnych.

Wprowadzone przez Newtona prawa mechaniki stuza do badania ru-
chéw uktadéw materialnych. Umozliwiajg one stworzenie modelu mate-
matycznego, czyli sformutowanie réwnarn ruchu punktéw materialnych.

Gtéwnym celem mechaniki jest sformutowanie praw ruchu umozli-
wiajacych badanie réznorodnych ciat rzeczywistych. Okazuje si¢ bo-
wiem, ze kazdy obiekt materialny rzeczywisty, tj. staty, ciekty lub gazo-
wy, moze by¢ zamodelowany jako zbiér punktéw materialnych. Proble-
matyka tg zajmujg si¢ nastepujace dziaty mechaniki:

(i) mechanika ciat odksztatcalnych (wytrzymatos¢ materiatow,
teoria sprezystosci, teoria plastycznosci czy reologia);
(i1) mechanika ptynow (hydromechanika);
(iii)) mechanika gazow (aeromechanika).

W mechanice technicznej podczas procesu modelowania mamy do
czynienia z geometrig (rozkladem) mas i opisem materiatéw z ktérych
zbudowane sg ciata. W mechanice ciata sztywnego zaktada si¢, ze odle-
glosci pomigdzy dwoma dowolnymi punktami ciala nie ulegajg zmianie.

"2 Isaac Newton (1642-1727), angielski fizyk, matematyk, filozof i astronom.
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1. PODSTAWY MECHANIKI

Z zupelnie innym zagadnieniem mamy do czynienia wowczas, gdy moz-
liwa bedzie zmiana odlegtosci pomi¢dzy punktami ciat. Obcigzenie ciat
w tym ostatnim przypadku prowadzi do zmiany odlegtosci pomiedzy
atomami ciala, a sily migdzyatomowe (wewngtrzne) beda rownowazyc
obcigzenie zewnetrzne. Ciata 1 uktady materialne zbudowane z metalu
spotykane w technice posiadajg regularne struktury utozonych siatek
atoméw w ilosci 10%°. Ze wzgledu na tak duzg ilos¢ atoméw analizy do-
konuje si¢ w skali mikro, co prowadzi do usrednienia réznokierunkowo-
sci uktadu mikrokrysztatéw. Ogdlnie rzecz biorac, wigkszos¢ materiatéw
technicznych po wycigciu z nich prostopadtoscianu o bokach rzedu
10°m posiada takie same wiasnosci bez wzgledu na orientacje¢ ,,wycina-
nia” i takie materiaty nazywamy izotropowymi (réwnokierunkowymi).
Istniejag réwniez w technice materiaty anizotropowe (réznokierunkowe),
ktérych wtasnosci wytrzymatosciowe zaleza od orientacji wycinania
kostki materiatu (np. blachy walcowane, drewno, tkaniny, papier, itd.).

Oryginalnie sformutowane przez Newtona prawa wygenerowaty zbior
innych podstawowych praw mechaniki, takich jak prawo zmiennosci pedu,
prawo zmiennosci kretu, czy tez prawo zmiennosci energii kinetyczne;.

Ponizej podamy sformutowane przez Newtona prawa obowigzujace
dla punktu materialnego.

. Punkt materialny niepodlegajacy dziataniu zadnej sity lub bedacy
pod wptywem sit znajdujacych si¢ w réwnowadze pozostaje
w spoczynku lub porusza si¢ ruchem jednostajnym po linii proste;.
II. Przyspieszenie punktu materialnego posiada warto$¢ proporcjo-
nalng do wartosci sity dziatajacej na ten punkt i posiada kierunek
i zwrot tej sily.
III. Sity wywierane na siebie przez dwa punkty materialne sg rowne
co do wartosci i sg skierowane wzdtuz prostej taczacej te punkty,
ale posiadaja przeciwne zwroty.

Pierwsze dwa prawa sg prawdziwe w uktadzie inercjalnym, podczas
gdy prawo trzecie obowigzuje w uktadzie dowolnym.

Zauwazmy, ze prawa Newtona oparte sg na pojeciu sity, ktora jest
wielkoscig wektorowa. Sita wystepuje tu jako pojecie pierwotne
i wymaga wprowadzenia co najmniej dwéch cial. Wzajemno$¢ oddzia-
tywan miedzy ciatami wynika z III prawa Newtona, gdzie dziatanie akcji
(sity) wywotuje natychmiastowe dziatanie reakcji, co obrazowo charakte-
ryzuje opis podany przez 1. Newtona: ,.Jezeli naciskam palcem na kamien
z pewngq sitq, to kamien tez naciska na moj palec 7 takg samgq sitq”. Oddziaty-
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1.1. Pojecia podstawowe

wanie wzajemne cial moze by¢ realizowane poprzez nacisk bezposredni jed-

nego ciata na drugie lub tez poprzez oddzialywanie posrednie na odlegtos¢.
Ten drugi przypadek wiaze si¢ z prawem powszechnego cigzenia, bo-

wiem jesli mamy dwa punkty materialne o masach m, i m,, to sila grawita-

cyjna F,,, z jaka punkt o masie m, przycigga punkt materialny o masie m,,
wynosi

F,=¢"2p | (1.1)

3
r

gdzie G=6,67-10"N-m>kg”>, a r, jest wektorem Iaczacym te dwa

punkty i skierowanym od punktu 1 do 2.

Stata grawitacji G stuzy do opisu pola grawitacyjnego 1 zostata wy-
znaczona po raz pierwszy przez H. Cavendisha'.

Nalezy zwréci¢ uwage na pewng dowolno$¢ w okresleniu sity. Lau-
reat nagrody Nobla R. Feynman'* zwraca uwage, ze $cista definicja sity
jest trudna. Wynika to z faktu przyblizonego charakteru drugiego prawa
Newtona oraz generalnie z przyblizonego charakteru praw fizyki.

Pojecie masy moze by¢ wprowadzone przy oparciu si¢ na drugim
prawie Newtona. Rozwazmy dowolnie wybrany punkt materialny i przy-
ktadajmy do niego kolejno sity o réznych wartosciach: Fy, F», Fs,..., Fy.
Kazda z sit spowoduje ruch punktu materialnego odpowiednio z przy-
spieszeniami: Pi, P2, P3s---» Py- Przyspieszenia te, zgodnie z drugim pra-
wem Newtona, sg proporcjonalne do wartosci tych sil, tj. mamy

P P, P; Py

Stosunki te charakteryzuja bezwitadnos¢ (inercje) ciata (punktu mate-
rialnego) i okreslaja mase ciata. Przypomnijmy, ze na Ziemi cigeZar ciata
jest iloczynem masy ciata m 1 przyspieszenia ziemskiego g. Mase zdefi-
niowang w ten sposéb nazywamy masq grawitacyjng. Badania empi-
ryczne, ktére przeprowadzit fizyk wegierski Roland E6tvos'> wykazaty,
ze masa bezwladna (okreslajaca bezwladno$¢ punktu materialnego)
1 grawitacyjna (bedaca miarg grawitacji) sg identyczne.

" Henry Cavendish (1731-1810), brytyjski fizyk i chemik.
' Richard Feynman (1918-1988), amerykanski fizyk i twoérca elektrodynamiki kwantowe;.
"% Roland E6tvos (1848-1919), wegierski matematyk i fizyk.
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1. PODSTAWY MECHANIKI

Drugie prawo Newtona moze by¢ zatem sformutowane w postaci
mp=F. (1.3)

Trzecie prawo Newtona zwane jest rowniez prawem akcji i reakcji.
Jest ono obowigzujace zaréwno dla cial stykajacych si¢ ze sobg, jak
1 oddziatujacych na siebie z pewnej odlegtosci (F,, =-F,,).

Zauwazmy na koniec, ze prawa Newtona s3 juz podane w wersji
zmodyfikowanej. Oryginalny tekst Newtona pochodzacy z jego dzieta z
roku 1687 ,,Philosophiae naturalis principia mathematica” (,,Matema-
tyczne zasady filozofii”) jest nieco inny. Na przyktad Newton nie stosuje
pojecia punktu, ale ciata. Pojecie sity zostalo przez niego okreslone po-
przez szereg aksjomatow, a nie w zapisie wektorowym.

Warto podkresli¢, ze pojecie sity, historycznie rzecz biorgc, stanowi-
to pojecie subiektywne, bo wigzalo si¢ ono z subiektywnym odczuciem
wysitku migsni. Dzigki pracom naukowym Newtona 1 innych uczonych
pojecie sity nabrato charakteru obiektywnego. Obecnie obserwuje si¢
nawet pewne sprzg¢zenie zwrotne, tzn. poprzez obiektywne rozumienie
sity naukowcy pragna w petni zglebi¢ tzw. biologiczne pojecie sity wig-
zace si¢ ze zdolnoscig uktadu nerwowo-migsniowego do np. podnoszenia
(opuszczania) cial materialnych [1]. W tym przypadku ,,sita” zalezy od wta-
snosci widkien migsniowych wolno- i szybkokurczliwych, wieku, pici, itd.

Ogodlnie rzecz bioragc, mozemy wyrdzni¢ nastgpujace rodzaje sit:

(i) Masowe (grawitacyjne i bezwladnosciowe);
(i1)) Powierzchniowe i objetosciowe (ci$nienie i ci$nienie hydro-
statyczne);
(iii)) Elektromagnetyczne i elektrostatyczne;
(iv) Miegsni (ludzi i zwierzat);
(v) Kontaktowe (stykowe) dzialajace na powierzchni lub wzdtuz
linii, o charakterze Sciskania;
(vi) Rozciagajace (naciggowe), takie jak sity w niciach, linach,
ciggnach, itd.;
(vii) Bierne (reakcyjne), tzn. przeciwstawiajace si¢ sitom czynnym;
(viii) Zewngtrzne i wewngetrzne;
(ix) Wzajemnego oddziatywania cial.
Mozliwe jest, oprocz opisanych praw, wprowadzenie réznych zasad
mechaniki. O ile prawa opisuja zwigzki pomigdzy wielkosciami mecha-
nicznymi, prowadzac cz¢sto do rozwigzan (np. poprzez calki pierwsze
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1.1. Pojecia podstawowe

pedu, kretu czy energii), to zasady stuza jedynie do uktadania réwnan
ruchu. Te ostatnie posiadajg walor ogélnosci, bowiem moga by¢ stoso-
wane np. w teorii wzglgednosci, mechanice kwantowej i niektorych dziatach
fizyki. Mozna je podzieli¢ na zasady rozniczkowe i catkowe. Zasady stosowa-
ne w mechanice klasycznej nalezg do tzw. mechaniki analitycznej.

Uogdlnienie drugiego prawa Newtona stanowi zasada niezaleznosci
dziatania sit. Je$li na rozwazany punkt materialny dziata wiele sil, to
przyspieszenie tego punktu jest sumg geometryczng przyspieszen pocho-
dzacych od kazdej sity dziatajacej osobno (zasada superpozycji).

Przypomnijmy wreszcie, ze pojawienie sic réwnan Maxwella'®, opisuja-
cych zachowanie si¢ pol elektromagnetycznych, nie dato si¢ pogodzi¢ z kon-
cepcja ruchu czasteczek Newtona. Okazato si¢ bowiem, ze fale elektromagne-
tyczne mogg rozchodzi¢ si¢ w prézni. Przeczy to podejsciu czysto mechani-
stycznemu, ze fale moga rozchodzi¢ si¢ jedynie w os$rodku materialnym
wypelniajagcym przestrzen. Ponadto réwnania Maxwella byly niezmiennicze
ze wzgledu na transformacje Lorentza'’, podczas gdy réwnania Newtona
wykazuja niezmienniczo$¢ wzgledem transformacji Galileusza.

Powstaty problem udato si¢ rozwiaza¢ Albertowi Einsteinowi'®, po
wprowadzeniu tzw. szczegdlnej teorii wzglednosci w roku 1905. Einstein
wprowadzil czasoprzestrzen jako wielko$¢ inwariantng (niezmienniczg),
tworzac podwaliny tzw. mechaniki relatywistycznej. W ten spos6b zuni-
fikowane zostaly dwa systemy dedukcyjne, tj. mechanika i elektrodyna-
mika (mechanika relatywistyczna podobnie jak elektrodynamika sg nie-
zmiennicze wzgledem transformacji Lorentza).

Na szczegscie réznice pomigdzy mechanikg relatywistyczng i mecha-
nikg Newtona pojawiajga si¢ przy predkosciach punktéw materialnych
bliskich predkosci §wiatta i przy analizie bardzo duzych odlegtosci, co
nie bedzie przedmiotem naszych rozwazan.

Zamieszczony powyze] krotki rys historyczny rozwoju mechaniki
wskazuje na jej gtebokie korzenie jeszcze w czasach starozytnych i Czy-
telnik nie popetni omytki, podejrzewajac, ze obecnie w obszarze nawet
mechaniki ogdlnej istnieje bardzo duzo podrecznikéw i monografii.
W tej ksigzce Swiadomie zrezygnowano jednak z ich cytowania, a za-
mieszczono jedynie pozycje, z ktérych autor korzystal podczas pisania

' James Clerk Maxwell (1831-1879), matematyk i fizyk szkocki.

' Hendrik Antoon Lorentz (1853-1928), fizyk holenderski i laureat nagrody Nobla.

'8 Albert Einstein (1879-1955), wybitny niemiecki fizyk pochodzenia zydowskiego,
tworca szczegdlnej i ogblnej teorii wzglednosci.
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1. PODSTAWY MECHANIKI

tej pracy [2]-[15], zwtaszcza w odniesieniu do rozdzialéw 1+7. Niektore
z wymienionych tutaj pozycji sg wykorzystywane réwniez i w innych
rozdziatach tej ksigzki.

1.2. ZASADA D’ALEMBERTA

Rozwazmy uktad materialny nieswobodny (poddany wi¢zom) zlozo-
ny z punktéw materialnych, opisany nastepujacymi réwnaniami ruchu
wynikajacymi z prawa Newtona

mp,=F,+W +R, n=1,..,N, (1.4)

przy czym F,, W, i R, oznaczaja odpowiednio wypadkowe sily ze-
wnetrzne, wewnetrzne i reakcje.

Na kazdy punkt o numerze ,,n” mogg dziata¢ sity W,, pochodzace od
innych (nawet wszystkich) punktéw badanego uktadu punktéw material-
nych. Z kolei sity zewnetrzne F, reprezentujg oddzialywanie otoczenia.

Jesli F, =0 (brak oddziatywania zewnetrznego), to w mechanice taki
uktad nazywamy autonomicznym (izolowanym). Ponadto w ogdélnym
przypadku uktad punktéw materialnych (UPM) moze by¢ swobodny lub
nieswobodny. Sity reakcji R, sa reakcjami wiezow, czyli ograniczen
natozonych na punkty materialne, tzn. na ich przemieszczenia i predko-
$ci, co bedzie bardziej szczegétowo opisane w rozdziale 9. Uktadem
swobodnym nazywa¢ bedziemy UPM, na ktéry nie sg narzucone wiezy
lub tez taki, w ktérym reakcje wiezOw potrafimy wyznaczy¢ jawnie w
postaci sit reakcji, tzn. nie wymagaja one rozwigzywania dodatkowych
tzw. rownan wiezow, 1 wtedy sity R moga by¢ traktowane jako F, . W
przeciwnym przypadku UPM nazywa¢ bedziemy uktadem nieswobod-
nym. Sity wystepujace po prawej stronie rownania (1.4) i dotyczace
punktu n w ogélnym przypadku moga zaleze¢ od potozenia 1 predkosci
pozostatych punktéow UPM, jak réwniez w sposéb jawny od czasu, tzn.
F =F (r,,...ry.5,...5,1), W =W (1,,...r,,I,...T,,1), R =R (r,,
U0 NS RIS Y )

Niech kazdy z punktéw materialnych dozna przesuniecia przygoto-
wanego or,, gdzie r, jest promieniem wodzgcym punktu n. Mnozac ska-

larnie obydwie strony réwnania (1.4) przez or, i dodajac stronami,
otrzymujemy
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1.2. Zasada d’ Alemberta

N
D> (F,+W,+R, —mp,)dr, =0. (1.5)

n=1

Zakladajac, ze rozwazamy jedynie wiezy idealne, ktore z definicji
spetniaja zaleznos$¢

N
DR, o6r, =0, (1.6)
n=1

to réwnanie (1.5) przyjmie postacé

N
D (F,+W,—mp,)odr, =0. (1.7)

n=1

Otrzymane rownanie pozwala na sformutowanie zasady
d’Alemberta. Brzmi ona nast¢pujaco:

Suma iloczynow skalarnych przesunigé przygotowanych oraz
sit zewnetrznych, wewnetrznych i wektorow (-m,p,) punktow
uktadu materialnego jest rowna zeru.

Dokonujac rzutowania wektoréw wystepujacych w réwnaniu (1.7)
na osie przyjetego prostokatnego uktadu wspétrzednych (OXX»X3),
otrzymujemy

N
Z[(anl +W,, —m, %,)0x, +(F, +W, —m,i, )Ox,, + 08)
n=1 .

+(F, +W, —mi, )0x,]1=0.

Otrzymane réwnanie czgsto nazywane jest rownaniem ogolnym me-
chaniki. Warto podkresli¢, ze wynika ono z wcze$niej wprowadzonych
praw Newtona. Jesli rozwazamy uktad swobodny, to wszystkie przesunigcia
przygotowane s3 niezalezne. Oznacza to, ze rOwnanie ogllne bedzie spel-
nione wowczas, gdy wyrazenia w nawiasach bedg réwne zeru. Otrzymuje-
my woéwczas 3N réwnan rézniczkowych rzedu drugiego o postaci
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1. PODSTAWY MECHANIKI

M=

(Fp + W, —m,%,) =0,

LN

3

(F,, +W, —mi,)=0, (1.9)

nx,

- 1M

(an3 +an3 _mnjé3n) = 0

B
—_

Jesli suma sit wewnetrznych jest rowna zeru, to powyzsze réwnania
upraszczajg si¢ jeszcze bardziej, przyjmujac postaé

N

Z (F'nxl - mnjéln) = 0’

r;l

> (F,, —m,i,)=0, (1.10)
n=1

N

Z:(F'nx3 _mnjé3n) = O
n=l1

Powyzsze trzy rOwnania moga by¢ zapisane w nastepujacej postaci
wektorowej

N
> F,, +F, =0. (1.11)
n=1

Powyzej przyjeto, ze sita F, =—m p, . Zwana jest ona sitq bezwtad-
nosci lub sitq d’Alemberta dzialajacg na punkt materialny n. Posiada ona
zwrot przeciwny do sity czynnej F,,.

Przypomnijmy, ze wektory wodzace r, okreslajag potozenie punktu
materialnego ,,n” mierzone od poczatku uktadu wspétrzednych. Po lewo-
stronnym pomnozeniu réwnania (1.11) wektorowo przez r, otrzymujemy

N
> (x,xF,, +r,xF,)=0. (1.12)
n=1

Zauwazmy, ze sumy iloczynéw wystepujacych powyzej reprezentuja
momenty gléwne uktadu sit zewnetrznych F, 1 uktadu sit bezwtadnosci
Fg,, czyli
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1.2. Zasada d’ Alemberta

M, =i(rann), (1.13)
M,, =i(ranBn). (1.14)

Wprowadzmy pojecia wektorow gtownych sit zewnetrznych, sit bez-
wiladnosci oraz reakcji 1 momentu gtéwnego reakcji w nastgpujacej postaci

n=1 n=1
N N
R=>R,, M,, =Y (r,xR)). (1.15)
n=1 n=1

Zauwazmy, ze zostaly one wprowadzone do uktadu po ,,uwolnieniu
go od wiezéw”. W ten sposéb uktad materialny pozostaje w r6wnowadze
pod dziataniem sit bezwtadnosci, sit czynnych i reakcji oraz momentéw
pochodzacych od tych sit wowczas, gdy

F+F,+R=0, (1.16)
M, +M,, +M,, =0. (1.17)

Otrzymany wynik (wzory (1.16) i (1.17)) podsumowuje nast¢pujaca
zasada:

Uktad wektorow ztozony z sit bezwtadnosci, sit zewnetrz-
nych i reakcji ograniczajgcych ruchy tego uktadu oraz ich
momentow jest uktadem rownowaznym zeru.

W przypadku uktadéw swobodnych (brak wigzéw i tym samym re-
akcji) rownania (1.16) i (1.17) redukuja si¢ do nastgpujacych:

F+F, =0, (1.18)

M, +M,, =0. (1.19)
Otrzymujemy zatem nast¢pujaca zasade dla uktadéw swobodnych:

Uktad sit zewnetrznych i momentow pochodzgcych od sit
dziatajgcych na punkty uktadu materialnego swobodnego
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1. PODSTAWY MECHANIKI

jest w kazdej chwili czasu rownowazony uktadem sit bez-
wtadnosci i momentami pochodzgcymi od dziatania tych sit
bezwtadnosci.

1.3. ZASADA PRAC PRZYGOTOWANYCH

Rozwazmy uktad materialny ztozony z N punktéw materialnych po-
zostajacy w spoczynku. Jesli uktad pozostaje w spoczynku, to przyspie-
szenia jego wszystkich punktéw sg réwne zeru. Z rownania (1.5) otrzy-
mujemy

N
D> (F,+W,+R,)odr, =0. (1.20)

n=1

Jesli iloczyn skalarny sity 1 przesunigcia przygotowanego przedsta-
wia prace przygotowangq sity, to réwnanie (1.20) moze by¢ zinterpreto-
wane w sposOb nastepujacy:

W potozeniu rownowagi uktadu materialnego suma prac
przygotowanych wszystkich sit zewnetrznych, wewnetrz-
nych i reakcji jest rowna zeru.

Powyzsza zasada zostala sformutowana na podstawie rownan row-
nowagi i stanowi ona warunek konieczny. Zat6zmy teraz, ze sily dziata-
jace na uktad wykonatyby pewna prace, co spowodowatoby zmiang¢ energii
kinetycznej OE,, kazdego z punktéw ukladu. Energia kinetyczna powstataby

jednak z pracy wczesniej wspomnianych sit, i wobec tego mamy

N N
D> (F,+W,+R,)odr,=) 6E, =0. (1.21)
n=l1 n=1

Oznacza to, ze przyrost energii kinetycznej uktadu punktéw jest ze-
rowy i dlatego uktad si¢ nie porusza. Jest to warunek dostateczny. Zasada
prac przygotowanych przedstawia zatem warunek konieczny i dostatecz-
ny rownowagi uktadu. W przypadku wiezéw idealnych (suma prac reak-
cji jest rowna zeru) i uktadéw sztywnych (suma prac sit wewnetrznych
jest réwna zeru) zasada ta znacznie si¢ upraszcza i przyjmuje postac
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1.3. Zasada prac przygotowanych

N N
D F,o6r,=)> (F, 0x,+F, 6x,+F dx,)=0.
n=1 n=1 ‘

Zasada pracy przygotowanej w tym przypadku brzmi nast¢pujaco.

W potozeniu réwnowagi uktadu materialnego (ciata sztywne,
wiezy idealne) suma prac przygotowanych wszystkich sit ze-
wnetrznych na przemieszczeniach przygotowanych zgodnych
z mozliwg kinematykq uktadu jest rowna zeru.

Powyzsza zasad¢ wykorzystuje si¢ czgsto w przypadku zastosowan,
ktére podano nizej:

(1) sity reakcji (dla powierzchni gladkich i1 bez tarcia) oraz sity we-
wnetrzne moga by¢ usunigte z rozwazan (co pokazemy w przy-
ktadzie 1.1);

(i) zagadnienia statyki poprzez t¢ zasade wigza si¢ z zagadnieniami
kinematyki;

(iii)) problem moze by¢ bezposrednio sformutowany w tzw. wspot-
rzednych uogolnionych g, o postaci

N
z Q,dq,=0.
n=l1

Nalezy zauwazy¢, ze w przypadku zasady pracy przygotowanej od-
niesionej do zasady d’ Alemberta o postaci (1.5) punkt (iii) traci swa waz-
nos$¢, bowiem wspomniana zasada, ogdlnie rzecz biorac, nie moze by¢
bezposrednio sformutowana w odniesieniu do wspotrzednych uogdlnio-
nych, co znacznie utrudnia jej stosowanie (szczegétowa analiza tego za-
gadnienia jest opisana w rozdziatach 91 11).

Przyktad 1.1
Wyznaczy¢ wartos¢ sity F, aby ptaski mechanizm przedstawiony na

rys. 1.1 pozostawal w rdwnowadze statycznej okreslonej poprzez kat ¢,
gdzie G =mg oznacza ci¢zar suwaka w prowadnicy pionowe;j.
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1. PODSTAWY MECHANIKI

Rys. 1.1. Mechanizm pozostajacy w rownowadze statycznej

Po przyjeciu uktadu kartezjanskiego OX,X,X, kinematyka punktéw
A i B jest okreslona nastgpujacymi réwnaniami

x,, =2lcos @,

X,z = 6lsin @.

Zgodnie z zasadg pracy przygotowanej, i wykorzystujac powyzsze
zwigzki geometryczne, mamy

Féx,, +mgdx,, =0.

Poniewaz
ox,, =—2lsin pop,
0x,, =6l cos pop,

wiec
(3F cos p—mg sin )o@ =0,

co ma miejsce dla dowolnego 0@ . Mechanizm pozostaje w réwnowadze
statycznej, gdy

F= %mgtg& |
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