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WSTEP

Gléwnym adresatem skryptu sa studenci pierwszego semestru Politechniki
Lodzkiej, w szezegdlnoéei studenci Wydziatlu Biotechnologii i Nauk o Zywnosci
i innych wydziatéw chemicznych. Przedstawiony zakres materialu obejmuje pod-
stawowe dzialy analizy matematycznej takie, jak:

e podstawowe wiadomosci o funkcjach elementarnych,
e ciagi liczbowe,
e szeregi liczbowe i potegowe,

e rachunek rézniczkowy funkcji rzeczywistej jednej zmiennej rzeczywistej (gra-
nica i ciggloéé funkcji, ekstrema lokalne, asymptoty krzywej, wklestosé i wy-
puklosé krzywej, badanie przebiegu zmiennosci funkcji),

e rachunek calkowy funkcji rzeczywistej jednej zmiennej rzeczywistej (catka
nieoznaczona, oznaczona, niewlasciwa),

e liczby zespolone,
e macierze, wyznaczniki, uktady réwnan liniowych.

Umieszczone w skrypcie zadania i pytania egzaminacyjne obejmuja podstawo-
we dzialy matematyki najczesciej wykladane na kursie matematyki na wyzszych
uczelniach technicznych, stad skrypt moze byé przydatny dla znacznie szerszej gru-
py studentéw.

Niniejsze opracowanie podzielone jest na trzy czesci: pierwsza obejmuje zestawy
zadan na kolokwia ze Wstepu do analizy matematycznej i jest uzupelnieniem tresci
programowych zawartych we ” Wstepie do analizy matematycznej i wybranych za-
gadnien z fizyki” (Wydawnictwo PY., redakeja Andrzej Just, 2007), dwie pozostale
zawieraja zestawy zadan na kolokwia i zestawy pytan egzaminacyjnych.

Skrypt ten pozwala studentom zapoznaé si¢ z wieloma rodzajami zadan na
kolokwia o zréznicowanym stopniu trudnosSci oraz przykladami testéw egzamina-
cyjnych. Jest to dobry materiat do indywidualnej pracy. Jednoczesnie zamieszczone
rozwiazania calych zestawéw zadan z kolokwiow i pytan egzaminacyjnych powin-
ny ulatwi¢ Czytelnikowi samodzielne rozwiazywanie zadan i przygotowanie sie do
egzaminu.

Chcieliby$my serdecznie podzigkowaé doc. Andrzejowi Justowi za cenne uwagi
dotyczace redakcji skryptu, dr Krystynie Dobrowolskiej za wieloletnig wspélprace
oraz dr inz. Ewie Marciniak i dr inz. Henrykowi Debinskiemu za inspiracje.

Maltgorzata Terepeta
Katarzyna Dems
Izabela Jozwik
Dorian Szymczak



OZNACZENIA

W skrypcie stosowaé¢ bedziemy nastepujace oznaczenia:

kwantyfikator ogélny (dla kazdego)
kwantyfikator szczegbélowy (istnieje)

zbiér liczb rzeczywistych

zbiér liczb rzeczywistych dodatnich, Ry = (0, 00)
zbidr liczb naturalnych, N={1,2,...}

zbiér liczb zespolonych

zbiér liczb calkowitych, Z ={0,+1,42,...}
czes$¢ urojona liczby zespolonej z

cze$¢ rzeczywista liczby zespolonej z

liczba sprzezona do liczby zespolonej z

ciag liczbowy o wyrazie ogbélnym a,,

funkcja rzeczywista jednej zmiennej rzeczywistej
f:D—-R, DCR

dziedzina funkcji (dziedzina funkcji f)

dziedzina pochodnej pierwszego rzedu (drugiego rzedu)
zbiér wartosci funkceji (zbi6ér wartosci funkeji f)
obraz zbioru A wyznaczony przez funkcje f
zlozenie funkcji fig

stosowanie reguly de I’'Hospitala

krzywa wypukta

krzywa wklesta

punkt przegiecia krzywej

pole powierzchni obszaru P C R?

objetosé obszaru V C R3

dhugo$é tuku [ C R?

przyrost warto$ci funkeji f na przedziale (a, b)

f@)|0 = £b) - f(a)



1 WSTEP DO ANALIZY MATEMATYCZNEJ

W roku akademickim 2007/2008 na wszystkich kierunkach studiéw Politechniki
Lédzkiej wprowadzony zostaje nowy przedmiot: Wstep do analizy matematycznej.
Jego program obejmuje wybrane podstawowe wiadomosci z zakresu nowej matury
na poziomie rozszerzonym, takie jak na przyklad: funkcje elementarne, ich wtasno-
$ci oraz réwnania i nieréwnosci z nimi zwiazane, ciggi liczbowe, a takze granice
ciagbéw i funkcji. Wiadomosci te zostana uzupelnione i rozwiniete podczas kursu
matematyki w pierwszym semestrze studiow.

Przedstawione w niniejszym opracowaniu propozycje zestawéw zadan koncen-
truja si¢ na zagadnieniach i umiejetnosciach, ktore beda najbardziej przydatne
podczas dalszego toku nauki. OczywiScie zestawy te nie wyczerpuja wszystkich
mozliwych typow zadan, jednak dobrane zostaly tak, aby zaréwno sprawdzi¢ wia-
domosci z podanego zakresu, jak i przygotowaé studenta do rozwiazywania proble-
moéw matematycznych, z ktorymi spotka sie¢ w dalszym toku nauki.

1.1 PROPOZYCJE SPRAWDZIANOW

ZESTAW 1

1. Wyznaczy¢ dziedzing funkcji

f(z)f3ln<x5'i_i>+ 22 — 1] — 5 — 3z /1 — log,(z — 6).

2. Rozwiaza¢ réwnania i nieréwnosci:
(a) 22$+1 _ 23,‘—1 > 7’
5T — 2
b
(b) ==
(c) logg(b —x) —2logg V3 —z = 1.

<+ 2,

3. Dana jest funkcja

27° dla x <0,
fx) = )
4r — 2x dla z > 0.

(a) Naszkicowaé wykres funkcji f.

(b) Podaé przedzialy monotonicznosci funkeji f.
(¢) Wyznaczyé¢ f((0,1)).

(@)

(e) Podaé wartosci: f(0), f(—3), f(3).

Poda¢ miejsca zerowe funkcji f.



WSTEP DO ANALIZY MATEMATYCZNEJ

ZESTAW 2

1. Wyznaczy¢ dziedzine funkcji

_ 9 T+5
f(z) =log, 3(z" — 4z —5) +/ 2120536

2. Rozwiazaé réwnanie
sin?z +sin®z +sin*z +... =14sinz, dla z € (0,27).

3. Rozwiazaé¢ nieréwnodci:

(a) 2% — 22| < 3,
42

o) 057> (55)
(¢) In(3z —5) < —2.

ZESTAW 3
1. Wiedzac, ze:
flx)=(x—-22%x+1), g)=x+1,
h(x) — 53x+3 o 23x+1, k(x) — 293+3 + 4 . 5I+4,

rozwigzaé nieréwnosci:

J@) > g(@). h(3)> ke -2).

2. Rozwiazaé réwnania i nieréwnosci:
(a) [a® —1] = |o -1,
(b) sin®z — 2sinz > 0,
(c) logg(2z — 1) — 1 < logg(x — 2).

3. Dana jest funkcja

2242 dlaxz<0,
f(x) = {sinz dla z € (0,7) ,

Tr—T dla x > 7.

(a) Naszkicowaé¢ wykres funkcji f.

(b) Podaé zbiér wartosci funkeji f.

(¢) Wyznaczy¢ najmniejsza i najwigksza warto$é¢ funkcji f na przedziale
(-2.3)

(d) Z wykresu odczytaé rozwiazanie nieréwnosci f(x) < 0.



PROPOZYCJE SPRAWDZIANOW

ZESTAW 4
1. (a) Obliczy¢ granice

. 14345+...4+(2n—1)
lim
AT )T

)

(b) Wykazaé, ze ciag (an)nen 0 wyrazie ogélnym a,, = % —2" neN,
jest malejacy.

2. Rozwiaza¢ réwnania i nieréwno$ci:
(a) 2cos?z = 3(1 —sinx),
(b) logs(4 — 2) > 1+ logy = + logs (1 + ),

(C) 62w+4 — 2w+8 . 33ZD.

3. Dane sa zbiory:
x

A={zxcR:|2z] -3+ 2> <0}, B:{meR:Q

~>1}.

Wyznaczyé zbiory: ANB, AUB, A\B, B\A.

ZESTAW 5
1. Wyznaczy¢ dziedzing funkcji

10gz+5(4 - x)
3 — 22 -9z +9

3
+ V8 — 2z — 22

2 x
+ x“ arc cos

fx) =

2. Rozwiazaé rownania i nieréwnoéci:
. 3
(a) cos®x — = cosz =0
4 )

1-22 1\°*
0) 0255 > (3) .
(c) logg 95(6 — 4x) < —3.

3. Dana jest funkcja
(%)m dla z < —1,
flz) =<3z dlaz € (—1,1),
logzxz dlaz>1.

a) Naszkicowaé¢ wykres funkcji f.

(a)
(b) Znalezé miejsca zerowe funkcji f.
(¢) Podaé zbiér wartosci funkeji f.
(d)

)

(e) Czy funkcja f jest réznowartosciowa? Odpowiedz uzasadnié.

Wyznaczy¢ przedzialy monotonicznosci funkeji f.



10 WSTEP DO ANALIZY MATEMATYCZNEJ

ZESTAW 6
1. Wyznaczy¢ dziedzing funkcji

3 —logy(9 — 2?) 5% — 1
In(1 — 2z + 422) [4—2| -3

fz) =

2. Wiedzac, ze
x

z+1’
wyznaczy¢ funkcje zlozone f o g, go f (o ile istnieja). Okresli¢ dziedzine
i zbiér wartosci podanych i wyznaczonych funkcji.

fa) =321, gx)=

3. Obliczy¢ wartosci wyrazen:

a) log: 0,04 + 2logs 30 — log; 7, 2,
5 5 5
(b) IOgQﬁ 8v/2 — 3logs 2v2+log, 0,125 _ 5logs 27

11 1
(c) cos (471') — 2sin (—367r> + cos (;7‘(’) -sin (1217) .

ZESTAW 7

1. Rozwiaza¢ réownania:

1 —x
(a) 5772 4+ (5> —26 =0,

(b) 10%3,5 x —logy 5 v =6,

(c) 4sin®z = 3.

2. Zbada¢ parzystosé funkcji:

T+1
(0) fl) =t
cos 2x
(b) g(z) = To 2 sinx

3. Rozwiazaé¢ réwnanie

V10-3e+1 — 9 =2(3" 43771 +3772 ...,



PROPOZYCJE SPRAWDZIANOW 11

ZESTAW 8
1. Wyznaczy¢ dziedzine funkcji

+1 T
5 x2 — 3z’

f(z) =log, »(5 — )+ zarccos x

2. Rozwiaza¢ réwnania i nieréwno$ci:

(a) log, <?:1x— ! +4) =1,

— T

(b) 3*VF — 4.3V 5 3
(¢) 2(sin®z + cos® z - sinz) > V3.
3. Zbadaé¢ monotoniczno$é ciagu (a,)nen 0 wyrazie ogdlnym

n—2
n=——2  neN
oy "

i wyznaczy¢ jego granice.





