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Przedmowa

Czytelnikom tej ksigzki wyjasniam, ze ma ona w znacznej czesci charakter
popularno-naukowy. Matematyka i mechanika ptynéw sa w niej wykorzystane
w najprostszej formie, ktéra powinna by¢ znana studentom politechnik, ale i bez
tej znajomosci ksigzka powinna by¢ zrozumiata dla czytelnikdw, ktorzy szukajg
w niej tresci fizycznych. Wzory pomagaja w rozumieniu tych tresci, ale nie sg
bezwzglednie konieczne.

W roku 2005, kiedy powstawata ksiazka, w niektérych krajach potozonych
blizej rownika niz Polska, szalaty tropikalne cyklony, niszczace wszystko na swej
drodze. W Polsce stosunkowo rzadko, ale takze zdarzajg sie tzw. trgby
powietrzne i tez sg przyczyna wielu zniszczen. Nie mozna zatem, piszac o ruchu
wirowym ptyndw, nie napisa¢ réwniez o tych zjawiskach, ktére do ruchu
wirowego naleza. Stad w tytule znalazio sie okreslenie ,w przyrodzie”, bo chodzi
miedzy innymi o zjawiska, ktdére budzg duze zainteresowanie czytelnikdw.
Wsrdd czytelnikow jest wielu takich, ktérzy obserwowali wirowe zagtebienia na
powierzchni ptynacej wody za podporami mostowymi, ktére nie sg przyczyna
szkdd ale sg ciekawym zjawiskiem i tez nalezg do ruchu wirowego. Wiele oséb
obserwowato takze wirowy sptyw wody z otwartego zbiornika (np. z wanny) i
stwierdzito, ze jest to ruch niestateczny. O nim takze bedzie mowa w tej ksigzce.

Ruch wirowy w duzej skali jest tematem tej ksigzki. Ten rodzaj ruchu
nazywa sie takze ruchem zawirowanym. Powstaje pytanie, czy ruch ptynow jest
stateczny? Okazuje sie, ze ptyny w czasie ruchu bardzo szybko tracag
statecznos$c¢. Z reguty mamy do czynienia z ruchem turbulentnym, ktéry powstaje
i rozwija sie po utracie statecznosci poruszajacego sie ptynu, zwany jest po
prostu turbulencjg przeptywéw. Bedzie tu gtdwnie rozpatrywany tzw. ruch
zawirowany, w ktérym turbulencja istnieje, i odgrywa wazng role. Zastrzezenie
to jest czynione dlatego, ze turbulencja ma takze strukture wirowa, choé w
mniejszej skali. Bedzie to uwzglednione w programach komputerowych, jakie sg
uzyte do analizy ruchu wirowego ptynéw. Rozwazania beda prowadzone dla
zmiennych pierwotnych, tzn. takich jakie wystepujg w nie przeksztaticonych
réwnaniach podstawowych, czyli dla predkosci, cisnienia itd.

Wiele zjawisk ruchu wirowego zostato rozwigzanych za pomocg istniejgcych
programéw komputerowych, dlatego jeden =z rozdziatbw zostat tym
zagadnieniom poswiecony. Ujecie to nalezy zaliczy¢ takze do popularno-
naukowych.

Ksigzka zawiera takze tresci odnoszace sie do ruchu wirowego ptynéw w
niektérych maszynach i urzgdzeniach.

Chodzi o maszyny przeptywowe i o ruch wirowy, ktéry ma w nich miejsce.
Istnieja programy komputerowe wiasne i tzw. komercyjne, ktére stuza do
badania przeptywu w tych maszynach wraz z réznymi modelami turbulenciji.
Programy te odpowiadajg na wiele pytan zwigzanych z rozktadami predkosci
i cisnien. Wymaga to jednak postawienia warunkéw brzegowych nie tylko



na sciankach, ktére sg oczywiste, ale takze na wlocie i wylocie z kanatu
maszyny, ktére oczywiste nie sa.

O ile odlegtosci od osi maszyny sa znaczne (co to oznacza, to jest
w ksigzce wyjasnione) to mozna zatozyC rozkiady predkosci obwodowej, ktdre
sg zblizone do rozktadéw potencjalnych, tzn. takich, w ktérych elementy ptynu
nie wirujg wokét wlasnych osi obrotu. Gdy natomiast kanaty wlotowe Iub
wylotowe obejmujg 0$ maszyny, to tego w stosunku do skiadowej obwodowej
predkosci zrobic nie wolno.

Oprécz zagadnien zwigzanych z maszynami sg tu omowione niektére
urzadzenia wykorzystywane w technice, w ktérych mamy do czynienia z ruchem
wirowym ptyndéw. Sg to urzadzenia wykorzystywane we widkiennictwie do
formowania przedz. Sa takze oméwione tzw. rury Ranka, w ktorych skutki ruchu
wirowego sg wyrazne, bo nastepuje w nich rozdziat powietrza na zimne i
gorace. Efekt Ranka moze by¢ wykorzystany w réznych zastosowaniach
technicznych. Omdéwione sa réwniez wiry w komorach wiryskiwaczy cieczy jesli
to sg wiryskiwacze wirowe i strumieniowo-wirowe.

Dla urzadzen technicznych stosowano program komputerowy wiasny i
programy CFX zaktadajac, ze przeptyw jest ustalony. Model turbulencji uzyty
w programie komputerowym byt nie bez znaczenia. Uzyto przy tym zmiennych
pierwotnych. Oprécz nich mozna tez stosowaé¢ tzw. metody wirowe, w ktérych
przeksztatca sie réwnania podstawowe i uzywa funkcji wirowosci oraz funkgciji
pradu. O metodach tych, ktére sg dos¢ ztozone jest w ksigzce wspomniane.

Przedostatni rozdziat ksiazki jest poswiecony temu, ze ruch wirowy w tzw.
rdzeniu wiru (w $rodku) znamienny tym, ze wystepuje w nim prawie liniowy
rozktad sktadowej obwodowej predkosci, jest zwigzany z zasadg wydatkowania
jak najmniejszej energii. Ta zasada jest tam przedstawiona.

Beda w tym rozdziale przedstawione takze inne zasady mechaniki ptynéw,
ktore sa pomocne w wyznaczeniu istotnych wymiaréw wiru.

Dziekuje za merytoryczng i techniczng pomoc w opracowaniu ksigzki
cztonkom Zaktadu Mechaniki Plynéw Instytutu Maszyn Przeptywowych
Politechniki L6dzkie;.



1. WSTEP

Ptyny to substancje, ktére majg zdolno$¢ do zmiany swych ksztattow pod
dziataniem dowolnie matych sit zewnetrznych, byleby dziataty one dostatecznie
dtugo. Ptyny wiec réznig sie od ciat statych tym, Zze one nie posiadajg sztywnosci
postaciowej, po prostu ptyng - stad ich nazwa. Wynika to z ich struktury
molekularnej i matych sit wewnetrznej spéjnosci, ktére w cieczach i gazach
wprawdzie wystepuja, lecz sg mate w poréwnaniu z sitami, ktére wystepujg w
ciatach statych.

Ptyny dzielimy na ciecze i gazy.

Ciecze to sg te ptyny, ktére zmieniajg nieznacznie swag objetos¢ pod
wptywem dziatania sit zewnetrznych. Méwimy, ze ciecze sg praktycznie
niescisliwe. Kazdy, kto bawit sie lekarskg strzykawka napetniong woda magt to
stwierdzi¢ osobiscie. Ciecze wypetniaja cze$¢ zbiornikdbw, réwng objetosci
wprowadzonej cieczy, tworzg powierzchnie swobodne oraz krople pod wptywem
sit napiecia powierzchniowego.

Gazy sa to te ptyny, ktére zmieniajg znacznie swe objetosci pod wptywem
sit zewnetrznych. Sa to ptyny Scisliwe. Kazdy, a jest takich wielu, kto bawit sie
lekarska strzykawka wypetniong powietrzem, mogt to zauwazyé.

Gazy wypetniajg calg objetos¢ pomieszczen, w ktdrych sie znajduja.
Whypetniajg, poniewaz sity spojnosci miedzy czasteczkami gazu sg znikome,
znacznie mniejsze niz ma to miejsce w cieczach.

Rys. 1.1. Ziemia i granica atmosfery oraz ksiezyc
www.ethlife.ethz.ch/articles/tages/klimainterview




W przypadku atmosfery ziemskiej jej gestos¢ maleje wraz z wysokoscig nad
poziom morza. Dzieje sie tak dlatego, ze konkurujg ze sobg dwa wptywy.
Energia kinetyczna czasteczek powietrza (ktdrg majg dzieki ogrzaniu przez
stohce) oraz grawitacja ziemska. Grubosci atmosfery Scisle nie mozna okreslic.
Wiadomo, ze atmosfera jest do$¢ cienkg warstwa, jesli ja porownac¢ z
promieniem ziemi, ktéry wynosi 6370 km. Okoto 50% atmosfery zawarte jest w
warstwie o grubosci 5,6 km, a 75% atmosfery znajduje sie ponizej 11 km, a 99%
ponizej 30 km nad poziom morza. Tak wiec samoloty bojowe (odrzutowe) latajg
zwykle ponizej 20 km. Zadania szpiegowskie juz dawno przejety bezzatogowe
satelity, ktorych jest wiele i ktére informujg swoich mocodawcow o wszystkim co
mogaq ,zobaczy¢”, a moga wiele, gdyz wyposazone sg w doskonate przyrzady
optyczne. Na rys. 1.1 i 1.2 jest pokazana grubos¢ atmosfery w stosunku do
ziemi. Gestos$¢ atmosfery zalezy od temperatury i cisnienia. Na poziomie morza
wynosi ona w normalnych warunkach p =1,2 kg/m®, ale na wysokosci 10 km
nad ziemig wynosi p = 0,41 kg/m>. Cisnienie atmosfery na poziomie morza jest
p =1,01310° Pa, a na wysokosci 10 km jest p =0,2610° Pa. Rozktady te nie
sg liniowe.

Zarbwno ciecze, jak i gazy sg lepkie, cho¢ ta lepkos¢ jest niewielka.
Lepkos¢ powoduje naprezenia styczne wewnatrz ptynéw i na styku miedzy
Sciankg a ptynem. Wartos¢ lepkosci ptynéw mozna znalez¢é w ksigzkach
dotyczacych mechaniki ptynéw.

Stateczny ruch ptyndw rzeczywistych, lepkich - zwany laminarnym
(warstwowym) istnieje, cho¢ ogranicza sie do matych predkosci lub bardzo
matych wymiaréw liniowych. Plyny podczas ruchu bardzo szybko tracg
statecznos¢. Zwykle mamy do czynienia z ruchem ptynéw, ktéry istnieje po
utracie statecznosci - zwanym turbulentnym (burzliwym). Na ten rodzaj ruchu
maja wptyw niestatecznosci, ktére go wywotujg i inne czynniki, o ktérych bedzie
jeszcze mowa w tej ksigzce. Liczbg podobienstwa tego ruchu jest liczba
Reynoldsa. Zostata ona okreslona dla rury o przekroju kotowym i jest rowna:
Re=vd/v, gdzie: v- jest $rednig predkoscig transportu ptynu, d - jest

Srednicg rury, a V - jest lepkoscia kinematyczng ptynu. Utrata statecznosci i
powstanie ruchu turbulentnego nastepuje przy pewnej liczbie Reynoldsa. Dla
rury o przekroju kotowym jest to zwykle Re = 2300. Ponizej tej liczby przeptyw
jest laminarny. Dalej przy wzroscie predkosci ptynu lub wymiaréw liniowych
istnieje przeptyw turbulentny, ktéry jest przeptywem ztozonym. Jest on bardzo
wazny, bo straty energii, ktore w nim wystepujg sg duzo wieksze, niz w ruchu
laminarnym. Ogélnie liczba Reynoldsa jest to Re=v, [, /V, gdzie v,, [, - sq
wybranymi wielkosciami predkosci i wymiaru liniowego.

Ruch turbulentny od dziesigtkow lat stanowi nierozwigzany problem nauki
i techniki. Istniejg wprawdzie coraz doskonalsze modele turbulencji, ale nie
mamy modelu uniwersalnego, ktory obejmowatby wszystkie przypadki ruchu
turbulentnego ptynéw. Méwimy przy tym o zmiennych pierwotnych, pochodza-
cych z nie przeksztaticonych réwnan podstawowych, tzn. o predkosciach, cisnie-
niach itp. Z tymi zmiennymi beda zwigzane modele ruchu turbulentnego, o ile



stosujemy do réwnan podstawowych sposdb usredniania w czasie, nazywany
usrednianiem Reynoldsa, tzn. RANS.

Moze to wszystko budzi¢ sprzeciw czytelnikdw, ktérzy twierdza, ze samoloty
lataja, okrety (w tym podwodne) ptywajq i nikomu nie przeszkadza to, ze nie ma
ogoblnego rozwigzania ruchu turbulentnego.

|

Rys. 1.2. Widok atmosfery ziemskiej z balonu meteorologicznego

Tak, samoloty lataja, okrety ptywajg (a ich katastrofy nie sg zwigzane
z brakiem uniwersalnego modelu turbulencji), gdyz mamy duze bazy danych
eksperymentalnych, dzieki ktérym to latanie i ptywanie jest mozliwe. Nasze ist-
niejagce modele turbulencji sg oparte wtasnie o te dane. Najnowszym sposobem
rozwigzywania przeptywu turbulentnego ptynu jest tzw. DNS, wymaga on jednak
bardzo wydajnych komputeréw i jest stosowany obecnie (rok 2006) tylko do
sprawdzenia rozwigzan w prostej geometrii.

Modelowanie ruchu turbulentnego jest koniecznoscig w przypadku, gdy
chcemy uzyskac wiarygodng informacije o stratach energetycznych. Okazuje sie
jednak, ze istniejagce modele turbulencji odpowiadajg w miare poprawnie na
zadane pytania o ile bazy danych eksperymentalnych sa bliskie lub zgadzajg sie
z rozpatrywanym przypadkiem. Wiemy, ze przeptyw turbulentny zalezy nie tylko
od danych materiatowych, ale w znacznym stopniu, a czasem w decydujacej
mierze od pulsacji predkosci i od warunkéw brzegowych, ktére w rzeczywistosci
nigdy nie sg stacjonarne. Wiemy réwniez, ze przeptyw turbulentny rozwija sie
wraz ze wzrostem Re, ale ten wzrost jest ograniczony. Opér przeptywu
w dalszym ciggu wzrostu Re nie zalezy juz od tej liczby, ale zalezy od warun-
kéw brzegowych [16].

Ruchy wirowe, ktore sg przedmiotem tej ksigzki majg istotng ceche, ze sg
dosc¢ trwate. Sg to takze powszechnie wystepujace rodzaje ruchédw ptynow.

Jest znamienne, ze zwiekszenie predkosci katowej w wirujagcym plynie jest
powigzane ze znang w mechanice zasadg zachowania momentu pedu,
w roznych skalach. Kazdy z nas widziat w TV tyzwiarke lub tyzwiarza, ktérzy
wykonujg piruet, czyli zwiekszajg swa predkos¢ katowa. Robig to sciggajac rece
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i nogi jak najblizej osi wirowania i w ten spos6b zmniejszajg swdj moment bez-
wiadnosci, zwiekszajg predkosé katowa, zachowujac moment pedu (prawie staty).

W mechanice ptynéw ma to swoj odpowiednik w postaci tzw. drugiego
twierdzenia Helmholtza. Sciste wyprowadzenie tego twierdzenia mozna znalezé
w [13] i [26]. Tutaj zostanie ono przedstawione w sposo6b popularny.

Mamy do czynienia z ruchem wirowym ptynu, tzn. takim, w ktérym ele-
menty ptynu wykonujg ruchy obrotowe o predkosci katowej @. Linig wirowg
nazywamy linie pola wektorowego wirowania elementéw ptynu. Zbiér linii wiro-
wych przechodzacych przez zamknietg linie, nie bedaca linig wirowg nazywamy
rurkg wirowa. Przykiad fragmentu rurki wirowej pokazano na rys.1.3. Ozna-
czymy przekroje tej rurki przez A, A4, Ao, ktdrych sladem na powierzchni bocznej
rurki sg linie: S, Sy, S,, jednokrotnie obejmujace rurke wirowa. Powierzchnie
boczne oznaczymy odpowiednio przez: Api, Ape (rys. 1.3). Moduty wektoréw n
rowne sg jeden, a kropka we wzorze (1.1) oznacza iloczyn skalarny.

Ze znanego twierdzenia Stokesa otrzymamy:

A Ay
Rezultat ten wynika z faktu, ze strumienie wirowos$ci przez powierzchnie
boczne, ktére sa powierzchniami wirowymi rowne sg zeru.

Gdy obliczamy $rednig warto$¢ rzutu wirowosci @,, w danym przekroju A:

Aw, =[[(@-ii )dA,
A
mozna napisac:

CUnl Al = wnz A2 =const (12)

Roéwnania (1.1) i (1.2) wyrazaja sformutowanie drugiego twierdzenia Hel-
mholtza. Najprosciej to pokazuje jednak réwnanie (1.2).

Rys. 1.3. Schemat rurki wirowe;j



Mowi ono, ze iloczyn sredniej wartosci rzutu predkosci katowej elementu
ptynu na kierunek prostopadty do przekroju rurki razy pole tego przekroju jest
staty. Wynika z tego wazny wniosek. Taki, ze wtedy gdy rurka wirowa jest
zmniejszana (tzn. jej przekréj maleje), predkosé katowa elementu ptynu zawar-
tego wewnatrz tej rurki rosnie. Zatem rozcigganie wiréw prowadzi do wzrostu
predkosci katowej elementdéw ptynu znajdujacych sie w rurkach wirowych.

Okazuje sie, ze charakterystyczna dla turbulentnego ruchu ptynéw jest jego
struktura wirowa. Rozcigganie wirow zas$ stanowi o tym, ze posiadajg one wy-
sokie czestosci obrotdw i mate wymiary. Wiry turbulentne sg znacznie mniejsze
niz wiry charakterystyczne dla cyklonéw tropikalnych lub tornad. Sg
tez mniejsze od wymiaréw liniowych kanatdbw maszyn przeptywowych
i wtryskiwaczy. W tej ksiazce bedziemy rozpatrywac¢ ruchy w duzej skali,
w ktorych turbulencja istnieje i odgrywa w nich wazng role. Wptyw turbulenciji
bedzie uwzgledniany w programach komputerowych, jakie sg stosowane do
przeptywow w duzej skali, przy tym stosowane beda usrednienia typu RANS.

Do badania statecznosci rozwigzan réwnan rzadzacych ruchem ptynow,
w tym takze ruchow wirowych, przez lata stosowano liniowa teorie statecznosci.
Do réwnan ruchu wprowadzono mate zaburzenia i obserwowano zachowanie
sie tych zaburzen z uptywem czasu. W stanie krytycznym amplituda pewne;j
harmonicznej rosnie wyktadniczo z czasem, wzbudzajg sie inne formy zaktdcen,
a przeptyw traci statecznos¢. Tak powstaty réwnania np. Orra-Sommerfelda [26].

Wraz z rozwojem matematycznej teorii chaosu deterministycznego
zmienit sie punkt widzenia na problemy statecznosci, a szczegélnie stosowania
teorii liniowych. Okazato sie bowiem, ze na podstawie teorii liniowej mozna
mniej lub bardziej dokfadnie przewidzie¢, gdzie lub kiedy pojawia sie
niestabilnos¢, lecz nie wiadomo, co stanie sie w rezultacie jej powstania. Innymi
stowy nie odpowiada ona na fundamentalne pytanie: ,co bedzie potem?”
Turbulencja to jest wtasnie to zjawisko, ktére dzieje sie po utracie statecznosci.
Rozw¢j teorii chaosu deterministycznego obudzit wielkie nadzieje i oczekiwania
w zakresie teoretycznego rozwiazania przeptywéw turbulentnych. Pojawito sie
bardzo wiele prac w zakresie teoretycznego badania stabilnosci elementarnych
przeptywow laminarnych. Wydawato sie poczatkowo, ze badanie pojawienia sie
niestacjonarnosci w ptynie po utracie stanu statecznego i badanie historii
narastania tej niestacjonarnosci przy uzyciu metod chaosu deterministycznego
pozwolg na teoretyczne rozwigzanie problemu turbulencji. Stosowano
poczatkowo teorie bifurkacji Hopfa-Landau’a. Teoria ta przetrwata do 1970 roku,
kiedy dwaj matematycy Ruelle i Takens wykazali, ze dla uktadoéw
dyssypatywnych, a takie sa opisywane przez réwnania rzgdzace ruchem
ptynéw, teoria bifurkacji ma bardzo ograniczony zakres. Wnioski byly takie:
pierwsze zmiany stanu ruchu, czyli przejscia od stanu stacjonarnego do
pojedynczych oscylacji, sg mozliwe do opisania przez teorie Hopfa-Landau’a,
natomiast juz druga zmiana stanu nie jest trwata, nawet mate zaburzenia moga
ja niszczyé¢. Trzecia pojawiajaca sie czestos¢ juz nie synchronizuje sie w ogdle.
W wyniku kombinacji tych pojawiajacych sie nowych stanéw powstaje tzw.
dziwny atraktor. Tak wiec stosowana przez wiele lat teoria Hopfa-Landau’'a
okazata sie strukturalnie niestabilna.
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Wiadomo juz, ze za niektore zjawiska przeptywu turbulentnego, szczegdlnie
w poczatkowym stadium jego rozwoju odpowiada chaotyczna dynamika
atraktora. W petni rozwinieta turbulencja moze jednak wymagac atraktorow
0 olbrzymiej liczbie wymiardw, tysiecy lub wiecej i staje sie niemozliwa do
praktycznej realizaciji.

Obecnie wydaje sie, ze wyttumaczenie zjawisk turbulencji za pomoca
teorii chaosu deterministycznego jest mato prawdopodobne [31]. Chyba, ze
nastgpi w tym zakresie zdecydowany zwrot w stosunku do obecnego stanu
wiedzy (rok 2007).

2. MODEL WIRU - JEGO WERYFIKACJA | METODY WIROWE

Do rozwigzania problemow przeptywdw rzeczywistych (lepkich) mozna
rozmaicie podejs¢. W tej ksigzce zostanie zaprezentowana metoda, ktéra dla
ruchu tréjwymiarowego, $cisliwego opiera sie o stosowanie zmiennych
pierwotnych, pochodzacych wprost z réwnan podstawowych mechaniki ptyndw.
Sa to predkosci, cisnienia itp.

Innym podejsciem jest tzw. metoda wirowa. W metodzie tej s stosowane
zmienne zalezne, ktére pochodza z przeksztatconych réwnan podstawowych,
takie jak wirowos¢ @ i funkcja pradu ¥ .

Metodami rozwigzania réwnan w obydwu tych podejsciach sa metody
numeryczne.

Poniewaz ta ksigzka dotyczy metod, w ktérych stosowane sag zmienne
pierwotne, to metodom wirowym poswiecona jest ostatnia czes$¢ tego rozdziatu,
aby czytelnikom uzmystowi¢, ze cho¢ w nazwie ksigzki jest uzyte stowo
Lwirowy”, to w metodach nazywanych wirowymi chodzi o inne podejscie do
problemu.

Na poczatek rozwazymy pojedynczy wir, ktéry sie pojawia czesto,
w réznych okolicznosciach. Teoretyczne modele tego wiru sa dwuwymiarowe,
zbudowane dla cieczy nielepkiej, o statej temperaturze. Réwnaniem stanu tej

cieczy (w ktérej nie zmienia sie gestos¢) jest p = const, i trzeba zatozy¢
warto$¢ gestosci (np. dla wody to jest p =10’ kg/m3 lub dla powietrza p =1,2
kg/m’).

2.1. Teoretyczny model pojedynczego wiru

W [10] i [22] i wczesnych wydaniach [13] roznie sie ten wir nazywa. Nazywa
sie wirem Rankina lub wirem kotowym, a w przypadku analizowania wirowych
zagtebien na powierzchni wody kombinowanym wirem Rankina. W tej ksigzce
nie chodzi o nazwy tylko o sedno problemu. Zawsze zaktada sie dwuwymiarowy
rozktad predkosci dla modelu tego wiru. Najlepiej jest uzy¢ biegunowego uktadu
wspotrzednych, w ktérym:
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V,=0; V,.=0; Vy zaktadamy w postaci

dla 0<r<r Vg=w-r

e 2.1)
da 1y <r<-oo Vg = >

r

gdzie: Vg jest sktadowa obwodowa, ¥, i U, odpowiednio - promieniowg

i osiowg sktadowa predkosci, @ jest statg (taka sama dla obu zakreséw).

Na rys. 2.1 podany jest szkic wiru i rozktad jego sktadowej obwodowe;
predkosci. Rozkfad ten traktujemy jako pewien model teoretyczny przeptywu, dla
ktérego muszag by¢ spetnione powszechnie znane zasady zachowania masy,
pedu i energii.

a) b)

y Ve

Vomax

o 0
0 / X 0 o r

Rys. 2.1. a) szkic uktadu wspétrzednych; b) rozklad sktadowej obwodowej predkosci
dla wybranego r

Rys. 2.1b podaje, ze dla r < ry rozktad predkosci jest podobny do tego jaki
istnieje w naczyniu, ktére wiruje wraz z cieczg lub w ciele statym, ale wynika z
obserwacji eksperymentalnych ruchu wirowego ptynu.

Dla r > rp jest to oczywiscie rozktad dla ktérego vy - r jest wielko$cig

statg. Pomimo tego, ze elementy ptynu majg predkosc liniowg to nie wirujg one
wokot wtasnych osi obrotu. Wir ten jest nazywany wirem potencjalnym.

Dla r—= 0; vy musiatoby osiagna¢ nieskoriczong wartosé, jesliby
rozpatrywaé rozktad potencjalny, a to jest niemozliwe, dlatego nie realizuje sie
w rzeczywistosci. W zakresie r < rg wystagpitypy wtedy duze gradienty
predko$ci, co przy niezerowej lepkosci turbulentnej, jaka tam ma miejsce,
prowadzi do wielkich naprezen stycznych. W rzeczywistosci wynika z tego
,Zwigzanie” ptynu zawartego w przedziale r < ry i rozktad predkosci danej za
pomocg pierwszej czesci wzoru (2.1). Jest on nazywany takze rdzeniem wiru.
Co to jest lepkos¢ turbulentna i dlaczego w $rodku wiru jej wartosé jest duza,
bedzie w tej ksigzce wyjasnione.
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Wyznaczenie promienia r, nie jest sprawg prosta. Jest ono mozliwe pod
warunkiem, ze dysponujemy modelem tego przeptywu. Rozkiad predkosci
pokazany na rys. 2.1b spetnia réwnanie ciggtosci i energii. Bedzie to wyjasnione
w rozdziale 10. tej ksigzki.

Jedynym zatozeniem poza rozktadami predkosci, jakie przy tym wykonano,
to jest zalozenie, ze dla r—oco ciSnienie powinno by¢ ciSnieniem
barometrycznym p,, .

Rozkiad cisnienia obliczymy z réwnania zachowania pedu:

2
dp _ v (2.2)
dr r

Gdy podstawimy do (2.2) drugi ze wzoréw (2.1), to otrzymamy
o’ry
p(r)=-p——=-+C
2r
i wyznaczamy statg catkowania C z warunkow:
gdy r — ooto pierwszy wyraz dazy do zera, a cisnienie p=p,,

czyli C=p,,tzn.dla

o

2r?
Gdy podstawimy do (2.2) pierwszy ze wzorow (2.1) i obliczymy statg

calkowania z warunku, ze dla r = ry cisnienie jest takie samo dla przeptywu
potencjalnego i niepotencjalnego, czyli

r>rp: P=p,— P (2.3)

2.2
p(ry)=p,— po-ry /2,
to uzyskamy
C= Pa— pa)zr()2
i stad otrzymamydla r <rp :
2 2 r’
p=p, —pPO° 15 (1-—) (2.4)
2/’0
Najnizsze cisnienie panuje w centrum wiru, czylidla » = 0 i ze wzoru (2.4)
wynika, ze jest ono réwne:

p(r:O) =P, —pP roza)z (25)

Dla rozktaddéw cisnien (2.3) i (2.4) spetnione jest rownanie zachowania pedu.
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2.1.1. Model wiru, a wyliczenie ksztattu wirowych zaglebien
na powierzchni ptynacej wody

Uprzedzajac nieco eksperyment dla tych czytelnikobw, ktorzy sg
zainteresowani wirowymi zagtebieniami na powierzchni ptynacej wody
tworzacymi sie za r6znego rodzaju przeszkodami np. za podporami mostowymi,
wyjasniam, ze mozna je opisa¢ stosujac poprzednio oméwiony model
teoretyczny. Wiry te popularnie nazywaja sie ,lejkami na wodzie”.

Podpory mostowe sg zwykle ciatami, ktore zaliczamy do zle oprofilowanych
aerodynamicznie. Za nimi pojawiaja sie wiry na wodzie, ktére zrywaja sie po
jednej i potem po drugiej stronie podpory i przesuwajg sie w dot pradu. Wiry
jakie tam wystepuja nazywa sie takze kombinowanymi wirami Rankina.
Zaktadamy, ze te wiry nie oddzialywajg wzajemnie miedzy sobg. Wiry
oddziatywujace sa modelowane przez tzw. sciezke Karmana, [10], [22].

Woda jest dostatecznie ,ciezka” (okoto 850 razy ciezsza od powietrza), aby
do rozwazan wprowadzi¢ czynnik zwigzany z sitg grawitacji, czyli potencjatem
g z, ana powierzchni wody zatozyC barometryczne cisnienie p,, .

Prawde mowiac to zadanie jest tréjwymiarowe, ale tu zaktada sie rozkfad
predkosci v,,v, << v, . Sktadowa v, jest okreslona przez wzory (2.1).

Na rys. 2.2 objasniony jest uktad wspoétrzednych jaki jest przyjety dla
przeprowadzonych obliczen. Uktad jest zwigzany z przesuwajacymi sie wirami.

0 r

o

Zo

Y4
Rys. 2.2. Uktad wspotrzednych i ksztatt ,lejkdw” na wodzie

Wobec tak przyjetego uktadu wspoétrzednych piszemy dla r > 1,
gdy przeptyw jest potencjalny, rownanie Bernouliego, ktére ma postac:

2 4
P, @
2

> — g z=const. (2.6)
o, r
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Réwnanie Bernouliego (2.6) mozna wyprowadzi¢ zaktadajac, ze gestos¢ p
jest stata. Gdy r > r,, trzeba zatozy¢, ze przeptyw jest potencjalny i podstawic¢

drugi wariant rozktadu predkosci (2.1). Przyjaé trzeba takze, ze istotny jest
ciezar wody i uwzgledni¢ to w rozwazaniach wprowadzajgc potencjat
grawitacyjny g z.

,Const” oznacza w réwnaniu Bernouliego energie catkowita, przypadajaca
na 1 kg ptynacego czynnika, ktorg trzeba wyznaczy¢ i ktéra powinna byc¢ stata.

Dla z =0; r — +0oo cidnienie jest state p, i stad const=p,/ p, czyli dla
r > 1y (1. dla przeptywu potencjalnego); cisnienie jest rowne:
2 4

=p, + - 9. 27

Gtebokos¢ ,lejka” dla r > r, obliczymy, gdy na caftej jego powierzchni jest

stafe cisnienie barometryczne p- p,;

(2.8)

Dla r<r, wystepuja dwa skalarne réwnania zachowania pedu, bo

wprowadzono site cigzenia, z ktérych obliczamy cisnienie, tak jak to robiono dla
wirdwki, gdy ciecz pozostaje w stanie réwnowagi wzglednej bez poslizgu
wzgledem $cianek naczynia [16]. Uzyto dwéch pochodnych czastkowych:

P_ P _ 2.9
5, pra‘; az—pg. (2.9)

Po catkowaniu pierwszego réwnania dla cisnienia otrzymamy:

2
p=pw2%+f(z)

Ro6zniczkujac to réwnanie wzgledem z dowiemy sie, ze

P _
az—f( )
. ap .
pochodna f'(z) jestto 5 czyli
4
flz)=pgz+C

a to z kolei oznacza, ze ci$nienie dla r <ryp jest réwne:
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2
p=pw2%+ng+C

Stata catkowania C jest wyliczona z warunku, ze dla r = ry ci$nienie p(r,)
musi by¢ takie samo jak dla przeptywu potencjalnego.
2.2
Wynika z tego, ze p(r, )=p,+pP & 2 _pa)zro . Tu z( to jest z dla

r=rp (patrzrys. 2.2) istad obliczymy statg catkowania:

a)2r2
C=pr)-p 20 -8P 7%
Ostatecznie:
2
P=p,+p gz pari(l-——) (2.10)
2r,

Na powierzchni ,lejka” panuje cisnienie barometryczne p = p, i wyliczymy, ze
dla r < 1,y jego gtebokos¢ wynosi:
2.2 2
T r
z= 0 (1- 5
8 27'0

) (2.11)

Mozna sprawdzic, ze dla r = r wzory (2.8) i (2.11) dajg ten sam wynik.

Najwieksza gtebokos¢ ,lejka” wystepuje w $rodku wiru dla » =0 i jest
rowna:

roa)

Problemem jest obliczenie r,, ale to wymaga przyjecia modelu przeptywu
rzeczywistego.

2.1.2. Wirowy sptyw wody z otwartego zbiornika

Taki sptyw wody ze zbiornika wystepuje bardzo czesto. Moze to by¢ np.
wanna, w ktérej jest otwor sptywowy. Gdy wody jest duzo, wirowy sptyw ma
charakter taki jak to opisano wzorami od (2.6) do (2.12). Mozna zatem wyliczy¢
gtebokos¢ ,lejka” na wodzie w miejscu jego wirowego sptywu. Najwieksza
gtebokosc¢ ,lejka” istnieje w srodku wiru (czyli srodku sptywu). Wazne jest, ze
decydujaca role odgrywaja w wirze sity odsrodkowe. Mozna sie o tym przekonac
machajac reka, po to aby zmieni¢ kierunek wirowania wody. Wtedy, o ile wanna
jest symetryczna (ale zreguly jest niesymetryczna), woda zmieni kierunek
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predkosci obwodowej. Sita odsrodkowa, ktdra jest proporcjonalna do kwadratu
predkosci obwodowej bedzie znéw dziatata tak samo.

Wody w zbiorniku bedzie coraz mniej, az do momentu kiedy pojawi sie tzw.
rdzen powietrzny. Prawde mowigc przeptyw jest tréjwymiarowy, ale w tym ujeciu
zagadnienia zaktada sig¢ dla prostoty, ze rozktad predkosci v,,v, << vy, ktory
jest okreslony przez wzory (2.1). Aby uprosci¢ zadanie i pozostac tylko w rejonie
sptywu potencjalnego robimy  zatozenie, ze  promien rdzenia
powietrznego r, jest rbwny promieniowi r,, czyli r > r,.

Piszemy wiec réwnanie Bernouliego:

v
PyY% 4, Pa (2.13)
2 p
gdyzdla r — oo; vy >0, 205 p—>p,.

Uwzgledniajac to, ze przeptyw jest potencjalny v, obliczymy ze wzoru (2.1) i
piszemy ponownie:

> 4
r
,1;+2;_gzz
r

L (2.14)

Poniewaz w rdzeniu powietrznym wiru o promieniu r, panuje cisnienie p,,

wyznaczamy ksztatt powierzchni swobodnej wody dla r 2 r,.:

a)zrr4
z= > (2.15)
2gr
co jest pokazane narys. 2.3.
0
r
rr | Pa
N §

z

Rys. 2.3. Woda sptywajaca wirowo z otwartego zbiornika, gdy jest jej mato
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2.1.3. Model teoretyczny, a wiry rzeczywiste w technice

Czy przedstawiony model teoretyczny ruchu wirowego ma cos$ wspdinego z
rzeczywistym przeptywem? To jest pytanie, na ktére trzeba przede wszystkim
odpowiedzie¢. Okazuje sie, ze ma wiele wspdélnego. Na przyktadzie cyklonéw
tropikalnych i tornad, bedzie to wyjasnione w dalszej kolejnosci, a teraz uwaga
zostanie skupiona na urzadzeniach technicznych.

W tym celu zostang wykorzystane badania eksperymentalne.
Przedstawiony bedzie szereg rezultatéw, z ktdérych wynika, ze zatozony rozktad
teoretyczny predkosci jest zblizony do rzeczywistego: [9], [27], [35].

Przede wszystkim na osi wiru nie moze wystepowac rozktad potencjalny, bo
dla r=0; v— o, a zgodnie z réwnaniem Bernouliego ci$nienie dla » = 0,
dazytoby do —oo. Nie moze to mie¢ miejsca. Wszystkie wymienione ponizej
badania wykazuja, ze skiadowa obwodowa predkosci dla r=0 jest takze
zerem, tj. v, =0. Tak zwana ,lepkos¢ turbulentna” jest natomiast w srodku wiru

duza. Wynika to 2z obliczen przeprowadzonych wedtug programéw
komputerowych i modelu turbulencji k—¢&. W 10. rozdziale zostanie
udowodnione, ze rozktad skitadowej obwodowej predkosci jest trwaty. Jest tak,
poniewaz rozktad ten wigze sie z minimalizacjg energii jaka jest potrzebna do
utrzymania wiru.

Czes$¢ cylindryczna Czes$¢ dyfuzorowa

wspétrzedne cylindryczne z, r, 6 | wspbirzedne kuliste R, ¢, 6

Rys. 2.4. Schemat dyfuzora uzytego do osiggniecia rozktadu predkosci obwodowe;j,
pokazanej na rys. 2.5.
X, Y, Z - kartezjariski uktad wspdtrzgdnych, przy tym ptaszczyzna x, 0, y - jest

prostopadta do rys. 2.4, ¢ - kgt miedzy promieniem R, a osig Z ; o - kat miedzy osig
X i promieniem ¥ ; ¥ - rzut promienia R na ptaszczyzne 0, y
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